
Journal of the Korean Crystal Growth and Crystal Technology

Vol. 21, No. 1 (2011) 1-5

Specific heat jump of superconducting crystal in low temperature
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Abstract In this paper, firstly we have derived and presented the specific heat jump as a function of the critical
temperature. Secondly, we have analyzed the sign and magnitude of the derived specific heat jump and predicted the
expected experimental results. And lastly, we have compared the expected experimental results with the real experimental
results. Theoretically derived specific heat jump is considerably compatible with the specific heat jump up and down
phenomena of the YNi2B2C crystal. Especially, the remarkable theoretical prediction-that the specific heat would jump down
during the normal state-to-superconducting state transition at extremely low temperatures-have been confirmed by the
experimental results.
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저온에서 초전도 결정의 비열 점프
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요 약 본 논문에서는 먼저 저온에서의 초전도 결정의 비열 점프를 임계 온도의 함수로 구하였다. 다음에, 구한 비열

점프의 부호와 크기 등을 분석하여 여러 가지 실험적인 사실들을 예측하였다. 마지막으로 우리가 예측한 실험 사실과 실제

의 실험이 일치하는지 비교하였다. 이론적으로 구한 비열점프는 YNi2B2C 결정의 비열 점프 업 과 비열 점프 다운 현상을

비교적 잘 설명한다. 특히 매우 낮은 온도에서는 상전도-초전도 전이 시에 비열이 점프 다운된다는 주목할 만한 이론적 예

측을 실험 결과를 통해 확인할 수 있었다.

1. 서 론

비열은 초전도 현상과 본질적으로 밀접한 관계에 있다.

결정의 비열에는 원자의 운동에 기인하는 격자 비열과

전자의 운동과 관련 있는 전자 비열이 있다. 이 중 초전

도와 관계가 깊은 것은 전자 비열 쪽이다. 상전도 상태

로부터 초전도 상태로 전이 될 때는 물질 내부의 전자

상태가 변하게 된다. 전자 상태의 변화는 당연히 비열에

영향을 주기 때문에 상전도-초전도 전이 시에는 비열에

이상이 생기게 된다[1-5].

결정의 비열은 격자 비열과 전자 비열의 합으로 주어

진다. Debye 모형에 의하면 비열 는 온도 의 함수로서

다음과 같이 주어진다.

C = γT + AT
3

(1)

식 (1)의 오른쪽 첫 항이 전자 비열, 둘째 항이 격자 비

열에 해당된다. 계수 γ와 A는 결정의 종류에 따라 달라

진다. Debye 모형에서의 비열, 식 (1)은 실제 결정의 비

열을 잘 묘사한다. 식 (1)을 변형하여

(2)

으로 쓸 수 있다. 식 (2)는 실험을 통해 얻는 비열 값을

표시할 때 편리하다. 뿐만 아니라 식 (2)의 형태는 비열

값에 대한 각 항의 온도 의존성을 쉽게 파악할 수 있다.

고온에서는 식 (2)의 둘째 항이 커지기 때문에 격자 비

C

T
---- = γ + AT2
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열의 기여가 큰 것을 알 수 있으며, 저온에서는 온도가

내려감에 따라 둘째 항의 기여가 대폭 감소하기 때문에

전자 비열의 기여가 크게 된다. 즉, 전자 비열은 저온

영역에서 특히 중요하게 된다.

상전도-초전도 전이가 일어나면 전자 상태가 변하게

되어 전자 비열 값이 갑자기 불연속적으로 변화하게 된

다. 그러므로 임계 온도 이하의 온도에서는 식 (1) 혹은

식 (2)에 의한 비열 식은 의미가 없게 된다. 예를 들어

Ga의 경우, 임계 온도는 1.09 K인데 온도 T가 1.09 K

이상에서는 Debye 비열식 C/T = 0.596 + 0.05T
2
이 잘 적

용된다. 그러나 온도 T가 1.09 K일 때는 비열 점프 업

(jump up)이 일어나게 되어 Debye 비열 식이 맞지 않게

되고 온도 T가 1.09K일 때도 실제 비열은 Debye 식과

는 다른 거동을 하게 된다[6-10]. 임계 온도에서는 초전

도와 상전도가 공존한다. 그러므로 임계 온도 Tc
에서의

초전도 상태 비열 Cs(Tc)와 상전도 상태 비열 Cn(Tc)라는

물리량을 각각 생각할 수 있다. 만약 상전도에서 초전도

로 전이 할 때 비열이 점프 업 하게 되면 전이가 일어

나는 임계 온도에서의 비열 변화량 ∆C(Tc) ≡ Cs(Tc) −
C

n
(T

c
)의 부호는 양이 됨을 알 수 있다.

본 논문에서는 먼저, 전이가 일어 날 때의 비열 변화량

∆C(Tc)를 임계 온도 Tc를 외형적으로 포함하는 함수로 구

할 것이다. 결정의 임계 온도 Tc는 자기장의 세기를 달리

하면 다양하게 바꿀 수 있다. 일반적으로 자기장을 세게

인가할수록 임계 온도는 내려간다. 다음에, 구한 비열 변

화량 식의 부호와 크기 등을 분석하여 여러 가지 실험적

사실을 예측할 것이다. 마지막으로 우리가 예측한 실험

사실과 실제의 실험이 일치하는지 비교 분석할 것이다.

이론식인 비열 변화량 식은 열역학적 방법으로 구해진다.

2. 이 론

작용하는 압력이 일정하고 자기장 H가 인가되는 결정

을 고려한다. 결정의 단위 체적당 Gibbs 자유에너지 G

의 변화 dG는 dG = − SdT − µ0MdH로 주어진다. 여기서

S는 엔트로피, µ0는 투자상수, M은 자화이다. 초전도 상

태에서 결정은 완전 반자성을 나타내므로 자속 밀도

B = µ0(M + H) = 0, 자화율 χ = M/H = − 1이 각각 성립

한다. 그리고 결정이 온도 T에서 열평형 상태에 있다고

본다면 초전도 상태에 있는 결정의 Gibbs 자유 에너지

는 다음과 같이 표현할 수 있다.

(3)

여기서 Gs(T, 0)는 자기장이 영인 경우의 Gibbs 자유 에

너지이다. 식 (3)은 초전도 결정을 자기장 속에 넣으면

에너지가 증가한다는 사실을 나타내고 있다. 이 에너지

는 초전도 결정이 자기장을 배제할려고 하는 성질 때문

에 생긴 자기적 에너지이다. 상전도 상태에서는 자화 M

은 대단히 작기 때문에 이것에 의한 자기 에너지는 무시

할 정도이므로

Gn
(T, H) = G

n
(T, 0) (4)

가 성립한다. 상전도-초전도 전이는 에너지 연속 조건을

만족시키는 제2차 상전이로 알려져 있다. 그러므로

Gs(T, HcT) = Gn(T, HcT) (5)

혹은

Gs(TcH, H) = Gn(TcH, H) (6)

가 성립한다. 여기서 TcH는 자기장 H일 때의 임계 온도,

HcT는 온도 T일 때의 임계 자기장을 의미한다. 식 (3),

(4)를 각각 Gs(T, 0)와 Gn(T, 0)에 대해

(7)

Gn(T, 0) = Gn(T, H) (8)

와 같이 정리해 놓으면, 식 (7), (8)은 오른쪽 항에 어떤

H값을 대입해도 성립함을 쉽게 알 수 있다. 즉,

(9)

Gn(T, 0) = Gn(T, HcT) (10)

도 성립하게 된다. 식 (3), (4)는 식 (9), (10)을 적용하

면 각각

(11)

Gn
(T, H) = G

n
(T, H

cT
) (12)

와 같이 된다. 한편 식 (9), (10)으로부터 Gs(T, 0) − Gn(T,

0) = − µ0H
2

cT/2 즉, Gs(T, 0) < Gn(T, 0)이 된다. 이 때문

에 H, G축 공간에서 식 (3)의 Gs(T, H) 곡선과 식 (4)

의 G
n
(T, H) 곡선은 반드시 교차하게 되며 교차 지점의

H값이 바로 임계 자기장 HcT가 된다. 결국 전이 시의 비

열 불연속성은 원천적으로 Gibbs 에너지 Gs와 Gn의 거

동으로부터 연유함을 알 수 있다. 비열 C(T, H)는 C(T,

H) = − T(d
2
/dT

2
)G(T, H)로 주어진다. 이 식에 식 (11),

(12)를 대입하면 초전도와 상전도에서의 비열은 각각 다

음과 같다.

(13)

Gs T H,( ) = Gs T 0,( ) + 
1

2
---µ0H

2

Gs T 0,( ) = Gs T H,( ) − 
1

2
---µ0H

2

Gs T 0,( ) = Gs T HcT,( ) − 
1

2
---µ0HcT

2

Gs T H,( ) = Gs T HcT,( ) − 
1

2
---µ0HcT

2

 + 
1

2
---µ0H

2

Gs T H,( ) = − T
d
2

dT
2

--------Gs T HcT,( ) − 
1

2
---µ0T

d
2

dT
2

--------HcT

2
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(14)

식 (13), (14)로부터 상전도-초전도 혹은 초전도-상전도

전이 시의 비열 변화량은 다음과 같이 주어진다.

(15)

여기서 온도 T는 당연히 전이 시의 온도, 즉 임계 온도

이다. 식 (15)의 유도에는 식 (5), (13), (14) 그리고 임

계 자기장의 온도 의존성을 근사적으로 나타낸 식, H
cT
=

Hc0{1 − (T/Tc0)
2
}을 적용하였다. 여기서 Hc0는 온도 T =

0일 때의 임계 자기장, Tc0는 자기장 H = 0인 때의 임계

온도를 각각 의미하며 결정의 종류에 따라서 달라진다.

근사식 HcT= Hc0{1 − (T/Tc0)
2
}는 대부분의 결정에 대해

대단히 유용한 식으로 알려져 있다. 그리고 이 근사식은

0 ≤ T ≤ Tc0의 온도 범위 내에서만 성립되는 식이므로 이

근사식을 적용한 식 (15) 역시 이에 준한다. 앞서 식

(15)에서의 온도 T는 전이가 일어나는 임계 온도라고 했

다. 그러나 자기장이 인가되지 않으면 결정은 주어진 온

도 T에서 초전도 상태를 계속 유지 할 뿐 전이는 일어

나지 않는다. 그러므로 식 (15)는, 자기장 H를 외형적으

로 포함하고 있지는 않지만, 온도 T가 전이 온도가 되게

하는 그러한 자기장 H = HcT가 결정에 인가되고 있음을

전제로 하는 식이다. 이것은 식 (15)가 그 유도 과정을

통하여 이미 HcT= Hc0{1 − (T/Tc0)
2
}를 내포하고 있다는

사실로 부터도 알 수 있다.

Fig. 1은 식 (15)를 그림으로 나타낸 것이다. 가로축과

세로축은 모두 적정 물리량으로 나누어져 무차원의 단위

로 환산되어 있다. Fig. 1의 가로축 절편은 T = 0, Tc0
/

이며 T = Tc0/3에서 곡선은 최소치를 나타내고 있다.

Fig. 1의 비열 점프 곡선의 물리적 의미는 임계 온도 구

간에 따라 달라진다. Fig. 1로부터, 먼저 ∆C의 부호는

Tc0/ < T < Tc0구간에서는 양, 그리고 0 < T < Tc0/

구간에서는 음이다. ∆C(= C
s
− C

n
)의 부호가 양인 임계

온도 영역 내의 각 임계 온도에서는, Cs> Cn 이므로 상

전도에서 초전도 상태로의 전이 즉, 냉각 시의 전이를

기준으로 할 때 비열 점프 업이 일어난다. 역으로 ∆C의
부호가 음인 경우에는 비열 점프 다운이 일어난다. 그러

므로 Fig. 1으로부터 ∆C가 양인 Tc0
/ < T < T

c0
 구간

에서는 비열 점프 업, 그리고 음의 ∆C를 갖는 0 < T <

Tc0/ 구간에서는 비열 점프 다운이 일어나는 것으로

해석할 수 있다. Fig. 1에서, 가로축 상의 한 지점(한 임

계 온도)에서 곡선까지의 수직 거리가 그 임계 온도에서

의 비열 점프 크기 |∆C|에 해당된다. 따라서 |∆C|는 Tc0/

< T < Tc0 구간 내에서는 임계 온도가 낮아질수록 작

아져 간다. 그리고 |∆C|는 9 < T < T
c0
/  구간 내에서는,

T = Tc0/ 에서부터 임계 온도가 낮아질수록 커져 갔다

가(Tc0/3 < T < Tc0/  소구간) T = Tc0/3를 지나면서 다

시 작아져 간다(0 < T < Tc0/3 소구간). Table 1은 이상에

서 기술한 Fig. 1의 특성들을 표로 정리한 것이다.

Table 1에서, 비열점프의 업, 다운의 구별 그리고 |∆C|의
증가, 감소의 구별은 상전도에서 초전도 상태로 전이되

는 경우를 기준으로 한 것이다.

Table 1에 정리한 이론 특성 즉, P1, P2, P3 그리고

P4-1, 2는 다음 절에서 실험치와 상세히 비교될 것이며,

이 비교를 통하여 본 논문의 이론적 결과인 식 (15) 혹

은 Fig. 1의 정당성에 관해 논의하도록 한다.

3. 실험과의 비교 및 결론

최근 C. L. Huang 등은 YNi2B2C 결정에 대해 낮은

온도에서의 비열이 인가 자기장에 어떻게 의존하는지를

알아보기 위한 실험을 하였다[11]. 이들은 자기장 H를

0 T에서 8 T까지 올려 가면서 온도 T 영역 0.6 K에서

20 K 사이에서의 비열 를 측정하였다.

Gn T H,( ) = − T
d
2

dT
2

--------Gn T HcT,( )

∆C T H,( ) = Cs T H,( ) − Cn T H,( )

= 
1

6
---

µ0Hc0

2

Tc0

4
-------------T T + 

Tc0

3
-------

⎝ ⎠
⎛ ⎞ T − 

Tc0

3
-------

⎝ ⎠
⎛ ⎞

3

3 3

3

3

3

3

3

3

Fig. 1. Plot of values of specific heat jump at critical tempera-
ture T and corresponding magnetic field H. Both horizontal and

vertical axes are reduced to dimensionless unit.

Table 1
Critical temperature dependance of the specific heat jump
behavior. The specific heat jump up (P1) and down (P3), and the
increase (P4-1) and decrease (P2, P4-2) in have been defined
during the normal state-to-superconducting state transition with
decreasing temperature

T/Intervals 0 < T <Tc0/ Tc0/ < T <Tc0

Specific heat jump/up, down jump down (P3) jump up (P1)

|∆C|/Increase, decrease increase (P4-1)
(Tc0/3 < T < Tc0/ )
decrease (P4-2)
0 < T <Tc0/3

decrease (P2)

3 3

3
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C. L. Huang 등은 그 들이 행한 실험 결과를 Fig. 2

와 같이 T
2
, C/T축 상의 그래프로 나타내었다. Fig. 2는

참고문헌 [11]의 Fig. 1을 전재한 것이다. 먼저, 이론 특

성 P1, P2와의 비교를 위하여, Fig. 2의 비열 곡선들 중

상전도-초전도 전이가 T
c0
/ < T < T

c0
 구간 내의 임계

온도에서 발생하는 비열 곡선부터 살펴보자. YNi2B2C

결정의 자기장 비인가 시의 임계 온도 Tc0는 13.77 K 정

도이므로 Tc0/  값은 7.95 K 정도가 된다. 따라서 Tc0/

< T < Tc0 구간은 YNi2B2C 결정의 경우는 7.95 K 정

도 < T < 13.77 K 정도에 해당된다. Fig. 2를 보면,

7.95 K 정도 < T < 13.77 K 정도의 구간 내에서 전이가

일어나는 비열 곡선으로는 자기장이 0 T와 3 T 사이인

곡선들이 해당된다. 예를 들어 0 T 비열 곡선은 임계 온

도가 13.5 K 정도, 1 T 곡선은 11 K 정도, 3 T일 때는

8 K 정도로 읽혀진다. 여기서 읽은 임계 온도 값은 비열

점프가 일어나는 중간 정도의 온도를 읽은 것이다. 비열

점프의 경사가 빠르지 않고 비교적 완만한 것은 시료인

YNi2B2C 결정이 제2종 초전도체로서 중간 상태의 존재

때문인 것으로 추정된다. Fig. 2의 0 T 비열 곡선은 상

위 온도에서 14.5 K 정도의 온도까지는 C/T가 T
2
의 1차

함수 형태로 줄어들다가, 14.5 K 정도~13 K 정도의 온

도 영역에서 비열이 급히 상승한 후, 13 K 정도 이하에

서는 초전도에 해당하는 비열 곡선을 그리고 있다. 뿐만

아니라 자기장이 3 T 이하인 다른 비열 곡선들도 13.77 K

정도에서 7.95 K 정도까지의 온도 영역 내에서 비열이

급히 상승하는 점프 업을 보이고 있다. 이와 같이 Fig.

2의 비열 곡선들 중 7.95 K 정도 < T < 13.77 K 정도의

구간에서 전이가 일어나는 비열 곡선들의 비열 점프 업

거동은 이론 특성 P1을 잘 재현하는 것이다. 다음 고찰

로, 예를 들어 Fig. 2의 0 T 비열 곡선의 점프 업 높이

를 1로 하자. 그러면 11 K 정도에서 전이되는 1 T 비열

곡선의 점프 업 높이는 0.5 정도, 9 K 정도에서 전이되

는 2 T 비열 곡선의 점프 업 높이는 0.3 정도, 그리고

8 K 정도에서 전이되는 3 T 비열 곡선의 점프 업 높이

는 0.25 정도로 평가된다. 이와 같은 점프 높이 평가는

주어진 Fig. 1의 비열 곡선 모양으로부터의 평가이므로

면밀히 잘 관측하여야 한다. 7.95 K 정도 < T < 13.77 K

정도의 구간 내에서 전이가 일어나는 비열 곡선들의 이

와 같은 거동 즉, 동 구간 내에서 임계 온도가 낮은 비

열 곡선 일수록 점프 업의 높이가 작아지는 거동은 이론

특성 P2와 잘 일치하는 것이다. 다음은 Fig. 2와 이론

특성 P3, P4-1, 2와의 비교를 위하여 0 < T < Tc0/  구

간 내에서 전이가 발생하는 비열 곡선들을 살펴보자.

0 < T < Tc0/  구간은 YNi2B2C 결정의 경우는 0 K < T

< 7.95 K 정도에 해당된다. Fig. 2를 보면, 0 K < T <

7.95 K 정도의 구간 내에서 전이가 일어나는 비열 곡선

으로는 자기장이 4 T, 5 T, 6 T 그리고 8 T인 비열 곡선

들이 이에 해당된다. 이들 비열 곡선들 중 5 T, 6 T, 8 T

비열 곡선들은 냉각 방향으로 전이가 일어나는 각자의

임계온도(모두 5 K 정도 이하로 읽혀짐)에서 비열이 상

당히 급히 내려가는 비열 점프 다운을 보이고 있다. 이

와 같이 0 K < T < 7.95 K 정도의 구간에서 전이가 일어

나는 5 T, 6 T, 8 T 비열 곡선들의 비열 점프 다운 거동

은 이론 특성 P3와 잘 일치한다. 동 구간의 상위 온도

쪽 경계 부근에서 전이가 일어나는 4 T 비열 곡선은 온

도가 낮아지는 쪽으로 비열이 상승하고 있으므로 이 점

은 이론 특성 P3에 어긋난다. 하지만 4 T 비열 곡선이

0 K < T < 7.95 K 구간의 경계임을 감안한다면 대략적

으로는 Fig. 2가 이론 특성 P3를 잘 재현하고 있다고

할 수 있다. Fig. 2의 5 T, 6 T, 8 T 비열 곡선은 앞서

언급한 바와 같이 주의 깊게 보면 점프 다운 거동은 확

인할 수 있으나 점프 다운의 크기를 구별할 수 있는 정

도의 세밀한 곡선은 아니다. 그러므로 이론 특성 P4-1,

2를 확인하기 위해서는 비열 점프 다운의 크기를 구별할

수 있을 정도의 비열 곡선 즉, 5 K 정도 이하의 온도에

서 아주 좁은 온도 간격으로 관측한 실험치를 필요로

한다.

이상에서, 이론적으로 구한 비열 변화량 식 (15)와

C. L. Huang 등이 관측한 YNi2B2C 결정의 비열 곡선

을 비교 분석하였다. 식 (15)를 구하는데 사용한 이론

이 열역학이라는 기본적인 이론이었음에도 불구하고,

식 (15)는 실험 결과를 비교적 잘 설명하고 있다. 특히

매우 낮은 온도에서는 상전이-초전도 전이 시에 비열이

점프 다운된다는 주목할 만한 이론적 예측을 실험 데

이터를 통해 부분적으로 나마 확인할 수 있었다. 금후,

극저온 영역에서 세밀하게 관측된 비열 데이터가 확보

되면 식 (15)의 정확성에 대해 다시 논의할 수있을 것

이다.

3

3

3

3

3

Fig. 2. Temperature (T) dependence of specific heat (C) plotted
as C/T vs. T

2
 at various magnetic fields for YNi2B2C.
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