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요 약

Fuzzy c-means(FCM)와possibilistic c-means(PCM)는퍼지클러스터링영역에서대표적인두가지방법으로

많은패턴인식문제들에성공적으로활용되어져왔다. 하지만이들방법역시잡음민감성과중첩클러스터문제를

가지고 있다. 이들 문제점을 극복하기 위해, 최근 두 방법을 결합하려는 시도가 있어왔고, possibilistic fuzzy

c-means(PFCM)는FCM과PCM을목적함수단계에서통합함으로써두방법이가지는문제점을완화시키는성공

적인결과를보여주었다. 이논문에서는PFCM에 regularization을도입함으로써PFCM의잡음민감성을한층더줄

여줄수있는향상된PFCM을소개한다. Regularization은해공간을평탄화함으로써잡음의영향을줄이는대표적

인방법중하나이다. 제안한방법은PFCM의장점과더불어regularization에의해잡음의영향을더욱줄일수있

으며, 이는 실험을 통해 확인할 수 있다.

Abstract

Fuzzy c-means (FCM) and possibilistic c-means (PCM) are the two most well-known clustering algorithms

in fuzzy clustering area, andhave been applied inmany applications in their original or modified forms. However,

FCM's noise sensitivity problem and PCM's overlapping cluster problem are also well known. Recently there

have been several attempts to combine both of them to mitigate the problems and possibilistic fuzzy c-means

(PFCM) showed promising results. In this paper, we proposed amodified PFCMusing regularization to reduce

noise sensitivity in PFCMfurther. Regularization is a well-known technique to make a solution space smooth

and an algorithm noise insensitive. The proposed algorithm, PFCMwith regularization (PFCM-R), can take

advantage of regularization and further reduce the effect of noise. Experimental results are given and show that

the proposed method is better than the existing methods in noisy conditions.
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Ⅰ. 서 론

클러스터링은주어진데이터를유사성에기준하여몇개의

그룹으로 나누는 방법으로 패턴 인식의 주요 기법 중 하나이

다. 소속도함수(membership function)에의해부분소속도를

나타내는퍼지집합이 Zadeh에의해소개된이후[1], 퍼지집

합은 클러스터링 분야에 도입되었고 퍼지 클러스터링은 대표

적인클러스터링기법중하나로자리잡았다. Bezdek[2]에의

해일반화된 fuzzy c-means(FCM)는퍼지클러스터링방법

중 대표적인 방법이다. FCM은 간단하면서도 효과적인 클러

스터링방법이지만, 구해진소속도가직관적인값과일치하지

않는경우가있으며잡음이많은환경에서는정확한소속도를

구할수없는문제점이있다. 이러한문제점의원인중하나는

소속도 값의 합이 1이 되어야한다는 제약 조건(sum-to-one

constraint)이다. 유사도를판단하기위해사용하는거리척도

(distancemeasure) 역시그원인중하나이지만, regularization

은모든거리척도와함께사용할수있으므로, 이논문에서는

소속도의제약 조건에 따른잡음민감성 개선을 목표로 하며,

거리척도는다루지않는다. FCM의잡음민감성을해결하기

위한방법중한가지는Krishnapuram등이제안한possibilistic

c-means(PCM)이다[3]. PCM은소속도가아닌전형도(typicality)

를사용하며이는 FCM에서와같은제약조건을가지지않으

므로잡음민감성을줄일수있다. 소속도는어떤데이터가특

정클러스터에속할상대적인값인데비해전형도는절대적인

값이라는 점에서 서로 다르다. 비록 이러한 전형도의 특징이

FCM의잡음민감성을줄일수있도록해주지만, PCM의중

첩클러스터문제를야기하는원인이기도하다. 이처럼FCM

과 PCM은 각각의 장단점을 가지고 있으므로, 이 두 방법을

결합하여상호보완하려는시도가있어왔고[4][5][6], 그중,

Pal 등이제안한possibilistic fuzzy c-means(PFCM)는두방

법을목적함수(objective function) 단계에서결합함으로써

FCM의잡음민감성을줄이고PCM의중첩클러스터문제를

해결하고자 하였다. PFCM은 다른 방법에 비해 나은 결과를

보여주었지만목적함수가복잡해짐에따라안정된해를구하

기 위해서는 보다 많은 데이터가 필요하며 해공간(solution

space)에많은국부최적해를생성하는문제점이있다. 따라서

이논문에서는PFCM에 regularization을도입하여PFCM의

잡음민감성을한층더줄이는방법을제안한다. Regularization

은 해공간을 평탄화함으로써 잡음에 민감하지 않은 유사해를

구하도록해주는방법으로데이터가적은경우에도사용할수

있다. 제안한방법의 유효성은 실험결과를 통해서확인할수

있다.

이 논문의구성은 다음과같다. 먼저 2장에서는기존퍼지

클러스터링방법들과그문제점들을보이며3장에서regularization

을소개한다.이논문에서제안한방법, PFCM과regularization을

이용하여 잡음 민감성을 줄이는 방법은 4장에서 설명하며, 5

장에서는 실험을 통해 기존의 방법에 비해 제안한 방법의 잡

음민감성이줄어드는것을보인다. 결론및향후연구방향에

대해서는 6장에서 언급한다.

II. 퍼지 클러스터링

퍼지클러스터링은제약조건이있는최적화문제(constrained

optimization problem)로, 식 (1)의목적함수를최적화하는것

으로 볼 수 있다[2].


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················································· (1)

이 때   ∞은 퍼지화 정도를 나타내는 상수로

일반적으로 2로 설정되며, 은 데이터 포인트의 개수를, 

는 클러스터의 개수를, 는 번째 클러스터의 중심을, 

는 번째 데이터 포인트가 번째 클러스터에 소속되는 정도

를, 그리고  는 번째 데이터 포인트와 번째 클러스터

중심 사이의 거리를 나타낸다. 이 논문에서는 가우시안 분포

를 나타낼 수 있는 Mahalanobis 거리 척도를 사용하였다.

FCM의잡음민감성은소속도에주어지는제약조건, 소속도

의 합이 1이 되어야한다는 조건에 기인한다.


 



  ··················································································· (2)

FCM의잡음민감성을줄이기위해PCM은소속도가아닌

전형도를사용한다. 전형도는식 (2)의제약조건을제거함으

로써FCM의잡음민감성을효과적으로줄일수있음이입증

되었다[3]. PCM의 목적 함수는 식 (3)과 같다.
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
·· (3)

이때 는 번째데이터포인트가 번째 클러스터에소

속되는 전형도를 나타내며, 는 전형도의 퍼지화 정도를 나
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타내는 상수로 소속도의 퍼지화 정도를 나타내는 과 같은

2로 설정하였다. 는 클러스터의 부피를 나타내는 값으로

일반적으로 식 (4)와 같이 정의된다.

 
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

·································································· (4)

PCM은 sum-to-one 조건을제거함으로써잡음민감성을

줄일수 있지만, 각 클러스터가 다른클러스터들에영향을받

지않는 독립성으로 인해중첩 클러스터문제를야기한다. 식

(3)은 식 (5)와 같이서로독립적인 개값들의합으로나타

낼 수 있다.

 
  




  
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 ······· (5)

이러한독립성은 PCM이중첩된클러스터또는동일한클

러스터를찾는경우가발생하도록한다. 이러한FCM과PCM

의단점을극복하기 위해다양한시도가있어왔고, 두 방법의

목적 함수를 결합하는 PFCM이 그 중 하나이다. PFCM은

FCM과PCM의장점을통해서로의단점을보완하는성공적

인결과를보여주었다. PFCM의목적함수는식 (6)과 같다.

  
  
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························ (6)

이 때 와 는 소속도와 전형도의 가중치를 정해주는 상

수이다. 식 (6)은 alternating optimization 기법으로최적

화할 수 있으며 소속도, 전형도, 클러스터 중심의 update

equation은 식 (7), (8), (9)와 같다.
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·········································· (8)
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비록PFCM이PCM의전형도를통해잡음민감도를줄이

고 FCM의 sum-to-one 제약조건을통해중첩클러스터문

제를 완화하였지만, 여전히 잡음의 영향을 받는다. PFCM의

잡음민감도문제는여러방법으로완화될수있으며, 이논문

에서는 regularization을이용하여잡음민감도를줄이는방법

을 제안한다.

III. Regularization

많은패턴인식문제들은식(10)과같은선형방정식을푸

는 문제로 변환될 수 있다.

   ····················································································· (10)

이 때 는 연산자를 나타내고, 는 해를 구하고자 하는

변수를, 그리고 는 입력 변수를 나타낸다. 식 (10)과 같이

표현되는문제는행렬 의역행렬을통해해를구할수도있

지만, 항상 역행렬을 구할 수 있는 것은 아니며, 구한다하더

라도주어진문제의특성으로 인해무의미한 해가나올수있

다. 이러한 문제점을 해결하기 위해 Tikhonov는 해공간을

제약 조건을 사용하여 제한하는 regularization을 제안하였

다[7]. Regularization을 이용한 근사해는 식 (11)의 최적

화 문제로 나타내어질 수 있다.

min ····························································· (11)

이 때 는 regularization 상수를 나타내고 는 제약

조건을나타낸다. 제약조건은가능한 해의범위를 줄이는의

미가 있지만, 제약 조건을 선택하는 일반적인 방법은 알려져

있지 않으며, 일반적으로 의 도함수가 많이 사용된다.

Regularization은 클러스터링 문제에도 적용되어 왔으며 몇

가지 목적 함수들이 제안되었다[8][9][10][11].
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····················(14)

식(12), (13), (14)에서regularization항은서로약간의차

이가 있지만, 모든 항들은 가동일한 값, 를 가질 때

최소가된다. 즉, 모든 regularization 항은 가 0이나 1의

극단치(extreme value)를 가지지 않도록 함으로써해공간을

평탄화하고 잡음민감성을 줄여준다. 위의 목적 함수들은 모두

FCM에 regularization을 적용한 경우이며 PFCM에

regularization을 적용한 예는 아직 알려진 바 없다.

IV. Regularization을 이용한 PFCM의 확장

이장에서는regularization을이용하여PFCM의잡음민감

성을줄여주는PFCM-R을소개한다. 엔트로피항이나 2차항

을 사용하는 경우, PFCM-R의 update equation을 폐쇄형

(closed-form)으로얻어낼수없으므로이논문에서는식(14)

의 다항식 항을 사용하였다. 또한 이 논문에서는 소속도에만

regularization을적용하고전형도에는적용하지않았다. 이는

PCM의목적함수에 regularization 항과유사한기능을하는

항이이미존재하기때문이다. 식 (3)의두번째항이바로그

항으로, 이 항은 전형도가 영의 값을 가지는 자명해(trivial

solution)를방지하기위해사용되었다. 따라서전형도에대한

regularization은고려하지않았다. 마지막으로, 식(6)의가중

치상수 와 는관례에따라 1로설정하였다[4]. 위의모든

내용을 고려한 PFCM-R의 목적 함수는 식 (15)와 같다.

  
  




  




  

  



  




  



  
 

  




  






·······(15)

PFCM-R의 제약 조건은 식 (16)과 같다.

≤  ≤  
  



  
  



   ········· (16a)

≤  ≤ 
  



   ·········································· (16b)

   ··············································································· (16c)

   ······················································································ (16d)

식 (15)의목적함수와식(16)의제약조건을이용하여라

그랑지방정식(Lagrange equation)을식 (17)과같이나타낼

수 있다.

  
  




  




  

 



  




  



 
 

  




  







  




  



 

······ (17)

이 때  ⋯ 는라그랑지 상수벡터를나타낸

다. 식 (17)을 에대해편미분하면식 (18)을 얻을수있

다.




 

   
 

      ··············· (18)

식 (18)을 에대해정리하면식 (19)를 얻을수있고,

  
 

  


 
    
′

············································ (19)

식 (19)에서 상수 ′는 sum-to-one 조건을 이용하여

식 (20)과 같이 구할 수 있다.


  



  ′
  



 
 

       ····· (20a)
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′ 


  




    


···························· (20b)

식 (19)와 (20)을 이용하여 의 update equation은

식 (21)과 같이 나타낼 수 있다.

 ′  
    




  




 

   


    








  




 

   

 
    




 

·························(21)

식(21)은식(7)과유사한형태를가지지만regularization

상수 가 추가된 점이 다르다. 하지만 regularization을 사

용하지 않는 경우, 즉,   인 경우 식 (21)은 식 (7)과

동일하다. 또한식 (21)은식 (7)과는다른거리척도를사용

한 것으로도 볼 수 있다. 
′
을 식 (22)와 같이 정의하면,


′ 

  ···································································· (22)

식 (21)은 식 (23)과 같이 나타낼 수 있다.

 






  




′   


′    




 

·································· (23)

식(23)은식 (7)과동일한형태이다. Regularization 상수

는 데이터 포인트와 클러스터 중심 사이의 최소 거리를 제

한함으로써 소속도가 0이나 1의 극단치를 가지는 것을 방지

한다.  값이큰경우, 는 의동일한값을가지게되

어 regularization 항이소속도결정의주된 역할을 하게 되

고,  값이 작은 경우에는 PFCM-R이 PFCM과 같아지도

록 하여 잡음 민감도가 증가한다. 따라서  값은 주어진 데

이터에맞게 결정되어야 한다.  값을 결정하기 위해수많은

방법이제시되었지만, 아직 모든문제에서사용할 수있는방

법은 존재하지 않는다[12][13]. 이 논문에서는 간단하면서

도 가장 널리 사용되는 격자 탐색법(grid search method)

을 이용하여  값을결정하였다[14]. PFCM-R에서전형도

와클러스터중심에대한 update equation은식 (8) 및 (9)

와 같다.

V. 실험 결과 및 고찰

제안한방법이 기존방법에 비해나은결과를 보인다는 것

을확인하기위해, PFCM과PFCM-R을Matlab으로구현하고

그림 1에 보인 3가지 데이터 집합에 대해 두 가지 종류의 잡

음과 다양한 잡음 비율의 환경에서 실험하였다. 잡음은 일반

적으로널리사용되는균일잡음(uniform noise)과덩어리잡

음(blob noise)을사용하였다. 덩어리잡음은먼저잡음덩어

리의 중심을 균일 잡음 모델로부터 생성하고, 생성된 중심에

서 가우시안 잡음을 생성하였다.

PFCM-R을 이용하기 위해서는 regularization 상수 

를결정하여야 한다. 이 논문에서는먼저잡음이 없는데이터

에서최소의클러스터링에러를나타내는 를결정하고이를

잡음이 첨가된 데이터에서도 사용하였다. 클러스터링 에러는

잘못 할당된 데이터 포인트의 개수를 전체 데이터 포인트의

개수로나눈 값이며, 잡음 비율은잡음 포인트의 개수를전체

데이터 포인트의 개수로 나눈 값이다.

(a)  (b)  (c) 

그림 1. 데이터 집합
Fig. 1. Data sets
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잡음

비율
방법 D2 D3 D4

0%
PFCM 0.0204 0.0398 0.0388

PFCM-R 0.0211 0.0327 0.0318

50%
PFCM 0.0237 0.0808 0.0673

PFCM-R 0.0236 0.0400 0.0356

100%
PFCM 0.0264 0.1311 0.0967

PFCM-R 0.0264 0.0513 0.0396

표 1. 균일 잡음을 이용한 경우의 클러스터링 결과
Table 1. Clustering results with uniform noise

표 1은 균일 잡음을 이용한 경우의 클러스터링 결과를 요

약한 것이다. 의 경우 데이터가 단순하므로 PFCM과

PFCM-R이 거의 동일한 결과를 보이고 있다. 하지만 와

의 경우 잡음 비율이 증가함에 따라 PFCM-R이 PFCM

보다나은성능을보임을알수있다. 그림 2는 에서균일

잡음 비율에 따른 에러 비율을 나타낸 그래프이다.

그림 2. 에서 균일 잡음 비율에 따른 클러스터링 에러

Fig. 2. Cluster error rates of  with respect to
uniform noise ratio

그림에서 보아알 수 있듯이, PFCM-R은 잡음 비율이 증

가함에도불구하고클러스터링에러가크게증가하지않는다.

이는 regularization이해공간을평탄화함으로써국부최적해

에빠지는가능성을 줄여주기 때문이다. 두 방법의에러 비율

차이는잡음비율에비례하여커지고있다, 즉, 잡음환경에서

PFCM-R이 보다 나은 성능을 보임을 알 수 있다. 에 대

한 실험에서도 유사한 그래프를 얻을 수 있었다.

잡음

비율
방법 D2 D3 D4

0%
PFCM 0.0174 0.0260 0.0293

PFCM-R 0.0174 0.0259 0.0290

50%
PFCM 0.0257 0.0705 0.1644

PFCM-R 0.0257 0.0705 0.1641

100%
PFCM 0.0477 0.0638 0.2685

PFCM-R 0.0477 0.0638 0.2670

표 2. 덩어리 잡음을 이용한 경우의 클러스터링 결과
Table 2. Clustering results with blob noise

표 2는 덩어리 잡음을 이용한 경우 클러스터링 결과를 요

약한 것이다. 균일 잡음의 경우에서와는 달리 PFCM-R은

PFCM과거의동일한결과를보여주고있다. 이는그림 3에서

보인 바와 같이, 덩어리 잡음에 의해 평탄화된 해공간에서도

국부 최적해에 빠지기 때문이다.

그림 3. 와 50% 덩어리 잡음에 대한 클러스터링 결과 예

Fig. 3. An example of clustering result of  with
50% blob noise

비록덩어리잡음의경우PFCM-R이 PFCM과거의동일

한결과를 보여주었지만, 이는 의결정방법에 따라개선될

수 있다. 앞의 실험에서는 잡음 비율에 관계없이 동일한 

값을사용하였다. 하지만 잡음비율에따라  값을수정하는

것이보다 자연스럽다. 잡음비율에따라 를동적으로결정

하기위해서는 먼저잡음이없는데이터에서 를결정하고,

식 (15)의 첫 번째와 세 번째 항의 비율을 계산한다.

 

  







  




  




  

 





·············· (24)
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잡음이첨가된데이터집합이주어지면, 먼저 PFCM을이

용하여 클러스터링을 수행하고, 식 (25)와 같이  값이항상

일정한 값을 유지하도록 를 결정한다.

 

 



····················································· (25a)

  


············································································· (25b)

그림 4는 의 결정 방법에 따른 의 클러스터링 에러

를표시한것이다. 그림에서보아알수 있듯이,  값이일정

한값을유지하도록하는경우, 즉, 잡음비율에따라  값을

달리 결정하는경우,  값을일정한값으로 유지하는 경우에

비해 나은결과를얻을 수 있었다. 하지만여전히 를 결정

하는 문제가 남아 있으며 이는 현재 연구 중에 있다.

그림 4.  결정 방법에 따른 의 클러스터링 에러

Fig. 4. Clustering errors of  with different methods

for deciding 

V. 결론

PFCM은FCM과PCM의장점으로서로의단점을보완함

으로써 이전의 퍼지 클러스터링 방법들에 비해 나은 결과를

보였다. 하지만잡음비율이증가함에따라 PFCM역시잡음

의영향을받게되며, 이논문에서는 regularization을이용하

여PFCM의잡음민감성을줄인PFCM-R을제안하였다. 제

안한 방법은 PFCM에 비해 잡음이 많은 경우 보다 정확하게

클러스터 구조를 찾아낼 수 있음을 실험 결과를 통해 확인할

수 있었다.

PFCM-R이 기존의 방법에 비해 나은 결과를 보여주기는

했지만, regularization 상수 를 결정하는 문제는

regularization을사용하는다른방법들에서와마찬가지로해

결해야 할 과제로 남아 있다. 비록 이 논문에서 사용한 격자

탐색법이 좋은 결과를 보여주었지만, 이는 많은 시간을 요하

는 단점이 있다. 또한 잡음 비율에 따라 를 동적으로 설정

하는 경우 보다 나은 결과를 얻을 수 있음을 확인하였지만,

이 경우에서도 역시 를 효과적으로 결정하는 방법이 필요

하다. 주어진 데이터의 특성에 따라  또는 를 결정하는

방법은 현재 연구 중에 있다.
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