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요 약

도립진자 시스템에서 칼만 필터링 최적의 결과를 얻기 위해서는 잡음 공분산 행열 측정잡음 공분산 행열Q, R

과 초기 에러 공분산 행열 와 같은 인자가 필요하다 이러한 인자는 실제 상황에서 근사화된 값을 사용하거나.

정확한값을알수없기때문에칼만필터의최적화에영향을미치지않거나이러한공분산행열의스칼라이득변화

에덜민감한경우를연구의대상으로하고있다 또한상태측정시에러를예측하는방법으로구해진에러공분산.

행열은상태측정값보다는공분산행열의이득과연관성을가지게된다 따라서 가지공분산행열과칼만이득그. 3

리고에러공분산행열간의상관관계가잡음인자인스칼라이득과의연관성을해석하고자하였다 본연구는 절. 3

에서도립진자시스템모델을간략하게정리를하였고 절에서는이러한모델을기반으로하여컴퓨터시뮬레이션4

을 위한 도립진자 시스템에 대한 수학적 동적모델을 구성하고 절에서는 이러한 인자와 스칼라 이득 값을 이용한5

다양한 시뮬레이션 결과를 통하여 잡음인자의 연관성을 해석하였다.

Abstract

The Optimal results of Kalman Filtering on the Inverted Pendulum System requires an effective

factor such as the noise covariance matrix Q, the measurement noise covariance matrix R and the

initial error covariance matrix  . We present a special case where the optimality of the filter is not

destroyed and not sensitive to scaling of these covariance matrix because these factors are unknown or are

known only approximately in the practical situation. Moreover, the error covariance matrices issued by this

method predict errors in the state estimate consistent with the scaled covariance matrices and not the issued

state estimates. Various results using the scalar gain  are derived to described the relations among the
three covariance matrices, Kalman Gain and the error covariance matrices. This paper is described as

follows: Section III a brief overview of the Inverted Pendulum system. Section IV deals with the

mathematical dynamic model of the system used for the computer simulation. Section V presents a various

simulation results using the scalar gain.
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서 론서 론서 론서 론....ⅠⅠⅠⅠ

제어시스템의 설계를 하는 경우 수학적 모델링이나 해석

및시뮬레이션과같은작업은시스템설계에있어서없어서는

안되는보편화된전단계설계기술이다 마이크로콘트롤러를.

사용한 시스템 설계의 경우에도 각종 센서와 수학적 모델링

결과를 근거에 두고 사전 설계시스템의 안정성과 운용결과에

필수적으로 적용이 되는 과정이라 하겠다.

본 논문에서 대상이 되고 있는 도립진자 로봇(Inverted

의 근간이 되는 기술은 갈릴레이 시절부Pendulum Robot)

터현대에이르기까지수학과공학을전공하는사람들의꾸준

한 연구의 대상이 되어온 분야이다 진자. (Noninverted Pendulum)

에대한해석은기계분야와통신신호의주기성과연계되어다

양하게 해석되어 왔으며 최근에 이르러서는 다관절[1][2],

도립진자의해석까지도심도깊게연구되고있다 따라서.[3].

본 논문에서는 이러한 도립진자 에 관(Inverted Pendulum)

련된 수학적 시스템 모델링과 상태 방정식에서 기존의 제어

시스템과의차이점을분석하고 시스템모델에적용된칼만필,

터의재귀결과가도립진자의균형제어에영향을미칠수있는최

적수렴인자를해석하는것에목적을두고연구를진행하였다.

도립진자 관련연구도립진자 관련연구도립진자 관련연구도립진자 관련연구II.II.II.II.

도립진자 의 의미는 추의 지지점위(Inverted Pendulum)

에 무게중심을 갖는 추를 의미한다 따라서 이러한 도립진자.

는 정상 추와는 달리 지지점 상단에 무게중심을 두기 때문에

물리학적으로 불완전한 상태를 갖게 된다 이러한 경우에도.

무게중심이지지점에수직위치에놓인경우는안정상태를유

지하지만 지지점이 수평으로 변화를 하게되면 수직상단의 무

게중심이변화하여안정위치로의복귀가불가능해진다 이러.

한경우도립진자의균형유지를위하여새로운무게중심균형

점을 찾는 과정을 궤환제어시스템이라 한다[4][5].

최근에 등장한 Segway{Segway Human Transporter]

가대표적인도립진자균형시스템이라할수있는데이장치의

경우양바퀴를잇는축상에도립진자를고정한형태를지니고

있다 양바퀴는전기모터를사용하고추의균형은실시간균.

형유지를 위하여 궤환제어 시스템을 이용하고 있다[4][5].

초기 를 개선한 로봇 이동 플랫폼Segway RMP(Robot Mobility

도 개발되어 로봇 시스템의 개발주기를 앞당기려Platform)

는 노력도 이루어지고 있다.

이밖에 도립진자의 개념은 로켓을 쏘아 올리는 개념과도

유사하여 지지점 위의 연료탱크의 무게를 도립진자의 균형유

지와동일하게해석하는방법으로수직상승시균형제어를하

도록하고있다 그러나로켓추진시에는수직상승을위한균.

형인자만으로는정확한제어가어려운비행비틀림등의해석

등의 과정이 수반되어야 한다 최근에 이르러서는 이러한 문.

제를해결하기위하여속도와위치제어를위한가속메터와자

이로스코프 기능을 이용한 관성항법 장치가 사용되고 있

다.[6][7]

도립진자의 수학모델도립진자의 수학모델도립진자의 수학모델도립진자의 수학모델III.III.III.III.

기본 수학모델3.1

도립진자를제어하는경우도립진자자체의동적특성의비

선형성과불안정한상태를가지고있기때문에단순히연구실

에서의 시뮬레이션에는 비현실적인 문제를 배제하기 어려운

문제가 있다 따라서 다음과 같은 몇가지 가정요소를 근간으.

로 결과를 확인하고자 하였다 우선 도립진자의 구조는 도립.

진자와 이를 지지하는 질점의 역할을 하는 이동체로 하였다.

이렇게 구성된 시스템은 이동체 위에 놓인 도립진자가 수직

기준점에서미소각의범위에서변화를갖는선형시스템으로

가정하였다 또한 이동체의 질량과 관성 모멘트는 없는 것으.

로 가정하여 시뮬레이션 결과를 얻고자 하였다 이렇게 구성.

된 모델링 시스템은 그림 과 같다3.1 .

그림 도립진자시스템3.1
Fig. 3.1 Inverted Pendulum System

그림 은 기본적인 도립진자 시스템으로 여기에 사용된3.1

각종 변수와 이동체 및 도립진자에 관련된 기호의 의미는 다

음과 같다.
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기호 내용 기호 내용

M 이동체의질량(kg) N 이동체의반발력(N)

m 도립진자의질량(kg)  도립진자수직편각

l 도립진자의 길이1/2 (m) a 중력가속도()

F 이동체가해진힘 b 이동체의마찰계수

표 도립진자시스템기호1
Table 1. A Symbol of Inverted Pendulum System

이와 같은 시스템의 도립진자 관성 모멘트는 이미 알려진

바와 같이 식 으로정리될 수 있다 또한 널리 알려진 뉴톤(1) .

의운동방정식과중력 와토크 를적용한경우이시스템의g T

라그랑지방정식은식 으로표현할수있다(2),(3),(4) [4][5].

  ······································································· (1)

 ,  ⋅


·············································· (2)








··················································· (3)

  



··············································· (4)

위에 구현된 시스템을 선형제어를 하기 위해서는 반드시

시스템방정식은선형성을유지해야만한다 따라서도립진자.

의 수직편각이 ±범위내로 진동을 하는 것으로 가정할

때   로 표현되어 결과적으로는 ≈  ,

sin ≈ ≈로근사화할수있다 이와.

같이 선형성이 보장되는 시스템은 식 와 같이 제어 시스템(5)

에서 널리 활용되는 상태방정식의 형태로 표현할 수 있다.














⋅














 ⋅ ···················································· (5)

⋅














····································································· (6)

식 의 상태방정식에서(5) 에 대한 해를 구하면 식

과 같이 고유 값으로 구성된 해를 얻을 수 있다(7),(8) .

 









   

 







   

 







············ (7)

 





















       
   

······························· (8)

식 은 앞서 모델링에 사용된 시스템에 맞도록 각종(7),(8)

환경 변수 값을 적용하면 상태 방정식의 게인 값을 구할 수

있는 표준화된 수학적 모델이라고 할 수 있다.

수학모델3.2 PID

제어기술은PID  ,, 제어인자의조합에의한제

어가 핵심이라고 할 수 있으며 일반적인 모터 제어시스템의

출력 함수 는 식 과 같다C(t) (9) .

 







··············· (9)

윗 식에서 의 이득 값은 의 듀티비와 일치하며C(t) PWM

궁극적으로는 모터의 속도를 결정하게 된다 수학적으로 식.

와 같은 모델링이 가능하지만 디지털 시스템에서의 제어(9)

를 위해서는다음과같은근사화된차분함수를이용한다.[8]






≈⋅









≈


······································ (10)

     




 

     

························································································· (11)

     






 


     

(cf.   


 ⋅ ) ·················· (12)

식 와 같이 기본적인 수학모델만으로는 도립진자(12) PID
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의시뮬레이션해석은쉽지않다 따라서앞서언급했던도립.

진자의 위치속도가속도관성모멘트마찰계수질량길이등, , , , , ,

고려해야 할 외부적인 변수요소 많다 이러한 요소중에서도.

도립진자의 수직편각의 변화에 따라 이동체의 신속한 이동으

로 추의 균형을 유지하는 것이 매우 중요하다.

칼만 수학 모델3.3

이 고안한 칼만 필터Rudolf E.Kalman (Kalman Filter)

는 시간에 따른변화에 맞추어다음 단계의시스템결과를 예

측할 수 있도록 에러를 최소화한 결과를 얻기 위하여 사용된

다 이러한 칼만 필터는 선형 시스템에 적용이 되고 있는.[9]

칼만 필터와 에러 값이 정규분포를 갖지 못하는 문제Simple

점을 급수개념을 도입하여선형화하여 적용한확장 칼만필터

가 있다 이러한 칼만(Extended Kalman Filter:EKF) .[9]

필터는다음과같은상태방정식과출력방정식으로구성되며출

력방정식의 측정결과로부터상태방정식을 추정하는 이론이다.

   

   ···························································· (13)

식 에서(13)  는 시스템의 이산 상태방정식을 의미하

며이전상태값 사용자입력값그리고프로세스에러항목으,

로구성되며,   는출력방정식으로실제측정값과장치가

갖는측정에러값으로구성되어있다 이경우고려되어야할.

사항으로 예측된 시스템의 결과가 실제 측정 결과와 편차를

최소화하는 것이 중요하며 프로세스 에러, 와 측정에러

의평균이 으로가정하고 이들사이에는상호연관성을“0” ,

갖지 않는독립변수로존재할때다음과같이초기칼만필터

식과시간지연에따른에러보정칼만필터식을이용할수있

다.[9][10]



   




 ·················································· (14)

 




  

 




 

···················································· (15)

식 에서(14) 

는측정장치에러 를반영한공분산행

열이고 식 의, (15) 는측정에러 을반영한칼만이득값

이다 이 경우 측정장치 에러 값보다 측정에러 값이 커지는.

  의조건이발생하면 예측 시스템은신뢰할수 없는

상태라 할 수 있으며   의 조건을 만족하는 경우 식

의 첫 번째 수식으로부터 칼만 게인 값을 얻게 된다(15) .

도립진자의 칼만필터도립진자의 칼만필터도립진자의 칼만필터도립진자의 칼만필터IV.IV.IV.IV.

본절에서는최근보편화되어있는장치인가속도계(Acceler

와 자이로 메터 를 이용하여 도립진자ometer) (Gyrometer)

의 균형유지를 위한 칼만 필터 수학모델을 수립하였다 칼만.

필터의최적결과는첫째 시스템처리과정에서발생하는공분,

산 잡음 와 둘째 실제 측정시 발생하는 공분산 잡음 과Q , R

셋째 초기공분산에러행열, 의정확도에의해죄우된다.

실제로 시스템을 해석하는 경우에 이들 의 요소는

사전에결정된값이아니라근사치를사용한다 따라서본연.

구에서는 칼만의 재귀연산에 적용하는 이들 요소의 통계적방

식이 시스템에 어떻게 민감요인으로 작용하는지 확인하고 이

들 공분산 값의 변화에 칼만 필터의 게인 값이 영향을 덜 받

는상황을분석해보고자하였다 또한이들세가지요소와칼.

만 필터 게인  공분산행열, 의상관성에대한수학적

성질에 대하여도 분석해 보았다.

도립진자의 칼만 필터 모델4.1

그림 와 같이 도립진자의 상단에 가속도계를 축과 수4.1 y

평으로 고정한 경우 도립진자가 수직편차 만큼 기울어지면

가속도계 역시 만큼의 회전각이 발생한다.

그림 도립진자의가속도계기울기4.1
Fig. 4.1 Accelerometer Declination of Inverted Pendulum
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그림 에서편각4.1 는가속도계를좌표기준점으로 할때

  tan으로 표기할 수 있다. 는 가속도계
의 수평력을 의미하고 는 가속도계의 중력을 의미한다 자.

이로메터 는 축에위치시키면칼만수학모델식(Gyrometer) x

은(13)  와 자이로 바이어스

식  의관계를만족하므로다음과같은상태방

정식을 얻을 수 있다.[11]

   












 
 


















   








 ········ (16)

윗 식에서 는 가속도계가 갖는 자체오차를 의미하며

는자이로메터가갖는측정오차를의미한다 이번에는측.

정치 함수를 가속도계를 이용하여 수평 편각 을 구하는 경

우 식 의 출력방정식은 다음과 같이 정리된다(13) .

   

    








 ··················································· (17)

따라서 식 과 식 로부터 칼만필터 알고리즘에 적용(16) (17)

될 인자는 다음과 정리된다.

 











 
 



   

  
 


 

 





  

 

················· (18)

윗 식에서  는 자이로 메터의 고유측정 오차제조사 제(

공이고) 은실제측정오차로서이들두값의최적화가시스

템에 기여하는 인자이다 실제 칼만 필터에 적용하기 위해서.

는추정된상태함수인식 에시간변화에따른데이터의갱(14)

신을하게되는데이때다음과같은오차공분산행열에대하

여도 데이터를 갱신하게 된다.


   




  

 
 






 
 






  
 







 

 







 


  ⋅⋅

  ⋅
 ⋅ 










 

 





  →

··························································································· (19)

또한식 의 칼만 이득(15) 를 구성하고 있는 항을 보면



와 값을인자로하기때문에장치의고유측정오차 

값과 실제측정오차 값에 영향을 받고 있음을 알 수 있다.

 
 

  










 



 




 











   


 




 













 






 




 









·········· (20)

위와 같이 칼만 이득을 구한 다음에는 실제측정값을 이용

하여 현재 상태변수 값을 구하고 마지막으로 추정 오차 공분

산 값도 다음과 같은 절차로 계산한다.

   



 

················································· (21)

시간차에 따른 샘플 값도 지금까지 설명한 절차에 따라서

재귀적으로 칼만 필터를 수행한 결과를 얻을 수 있다.

칼만 필터 잡음 요소4.2

앞 절에서 언급한 프로세스 잡음과 측정잡음에 대한 분산

에러에대하여모든 값에대하여 의값을갖으며초기공k “0”

분산 에러함수가    의 관계를 만족하고 이들

두 잡음요소는 서로 독립적인 성질을 지닌다고 할 때 과Q,R

의값에문제가발생한다면칼만필터의최적화는영향을

받게 된다 일부 혁신적인 시스템의 경우 와 값을 다루는. Q R

방법이있으나이러한내용은극히제한적이고실제시스템에

적용하는 것에는 문제점이 있다 이밖에 부정확한 잡음[12].

도립진자 모델에서 칼만 필터의 잡음인자 해석     17



공분산 값이 결과적으로 필터의 최적화에 역행하는 발산현상,

즉측정잡음의선형결합에의한분산값이최적화의조건으로사

용될수없다는결과도입증이되었다 따라서본논문에서[12].

는이상적인처리잡음공분산행열 에스칼라값이곱해진불Q

확실성요인이최적화에미치는요인을해석하고자하였다.

선형시변 시스템이 완벽하게 측정가능하고 제어가 가능한

시스템이라고가정하면칼만필터는초기공분산잡음 의

값에거의영향을받지않는다 그러나시스템이측정불가능.

하거나 불안정한 상태인 경우 안정상태에서의 측정값 의

영향을받을수있다 따라서본논문에서는시스템이완전측.

정가능한시스템은아니더라도초기잡음공분산행열 의

값에 영향을 받지 않는 시스템으로 한정하였다 실제 구현단.

계에서의처리잡음공분산행열 값이실제상태측정단계에Q

서는정상적인값보다큰값을나타냈다 식 는. (14),(15) 를

연속시스템의 공분산 행열로 할 때 식 와 같이 정리된다(22) .









 ··········································· (22)

윗식에서 가유한한양의대각행열일때 의결과는Q

유한한 양의 값을 갖는다. 는 불확실성 요인 “ 값으로”

분주된 
′  의 값을 적용하면 의 결과도Q

 ′ 의결과를따른다 윗식에서 가비정칙정방행. B

열 이고 는완전한열 행(Nonsingular Square Matrix) H (row)

렬이면 값이유한한양의값을갖게되어Q  는대칭

구조를갖는비정칙행열이된다 샘플주기 는. T 값이유

한한양의행열값을갖게되어자연히큰값으로증가한다 따.

라서 식 의 내부 수식은 다음과 같이 근사화하여 사용이(15)

가능하다.


≈

 ≅ ··························· (23)

이와유사하게초기공분산잡음 ,

는 값이충Q

분히큰값을갖을때 
≅으로근사화할수있다.

지금까지 설명한 내용을 토대로 처리잡음 공분산 행열의

스칼라이득이칼만이득값에영향을미치는요인을해석해보

자 우선.  는 유한 양의 행열이고 측정잡음은,

  그리고 ≥  (≠ 으로 가정할 때)


 는  

 ≥ 이 되어 비정칙의

결과를갖는다 따라서.  의관계에서 ≠을만족

하는 모든  에 대하여 칼만 이득값과 동일한 값을 갖는다.

이 경우 칼만이득은 의 크기와 무관하며Q 

 


,

 를만족한다 즉. , 

 
가
와일치하

도록 하면 와 
  는 와Q 에 일치하므로 다

음과 같이 식을 정리할 수 있다.




  










 

···························· (24)

 





식 의 결과를 근거로 칼만 필터의 재귀추정 횟수 에(24) k

대하여도 식 의 결과가 정리된다(25) .












  

 







 

 




 ··········································· (25)

이러한결과가갖는의미는초기잡음 가 이아니고“0”

초기 측정 잡음을 으로 한 경우 공분산 잡음 행열은 이전“0”

상태측정값과는 무관하게 스칼라 이득 의 영향을 받는다는

것을 알 수 있다.

이와 유사하게    ,
  , 으로 스칼

라 이득값(≠ 을부여한경우에도 동일한 칼만 이득값을)

갖게되어 칼만 이득은 와 의 영향을 받지 않으며Q R



 


와   의 관계식을 만족한다.

이 경우도 

 
가
와 일치하도록 했을 때

 & R와   는 과 에 일치하므로 다
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음과 같이 식을 정리할 수 있다.





  











 

······················· (26)

식 의 결과도 마찬가지로 칼만 재귀횟수 에 적용을(26) k

하여도 만족하며 
   

의 관계식이 다

음의 조건을 충족한다.



   



  
   



······················· (27)

위의 조건식을 이용하면 식 과 같은 칼만 이득식과 갱(28)

신된 공분산 잡음 값으로 정리할 수 있다.

 







 

 






··········································· (28)

식 의 결과로부터(26),(27) 값에 대한 스칼라 이

득(≠ 에대하여동일한칼만이득값으로회귀하고있음)

을 확인할수 있다 초기 인 경우나 모든 초기 값이 스칼. R=0

라이득을갖는경우에모두동일한칼만이득값과동일한공

분산오차값을갖는다는것을알수있다 초기처리잡음요.

소인 값을 으로하고Q “0” 와 값에 스칼라 이득값을부R

여해도 동일한 결과를 얻을 수 있다.

칼만 필터 예측 시뮬레이션4.3

앞 절에서 언급한 프로세스 잡음과 측정잡음에 대한 칼만

필터의 예측 값의 추정관계를 확인하기 위하여 이전 절에서

설명한 도립진자 칼만 수학모델을 기반으로 가속도계의 값

이다음과같이 ±의진동주기로변화하고칼만재귀횟

수를 으로 한 경우 실제 각도의 추적상황을 확인하였다20 .

  sin 

   ≤ ≤

시뮬레이션에적용된초기 와 값은이전절의상태방Q

정식구성에사용된초기값을그대로사용하였으며 측정잡,

음에 해당하는 의값은가우시안정규분포R (    )

를 측정 잡음값으로이용하였다 절에서설명한칼만재. 4.2

귀추정에 잡음영향으로 작용할 수 있는 스칼라 이득 값 “”

가 초기 공분산 인자  에미치는 효과에 대하여 다음,Q,R

과 같은 추정 시뮬레이션을 하였다.
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Case1 : Prediction WaveH R=0, P

`
0=dP0 , Q

`
=dQ, d=1 L
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(         )

그림 도립진자 각도편차와추적에러4.2
Fig. 4.2 Angle Deviation and Fitting Error of Inverted Pendulum
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`
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`
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(         )

그림 도립진자 각도편차와추적에러4.3
Fig. 4.3 Angle Deviation and Fitting Error of Inverted

Pendulum

측정 잡음  인 경우 앞 절에서 언급한 프로세스 잡

음과초기공분산값에대한스칼라이득의변화는칼만필터

의재귀추적시스템에거의영향을미치지않음을확인할수

있었다.

도립진자 모델에서 칼만 필터의 잡음인자 해석     19
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그림 도립진자 각도편차와추적에러4.4
Fig. 4.4 Angle Deviation and Fitting Error of Inverted

Pendulum
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그림 도립진자 각도편차와추적에러4.5

Fig. 4.5 Angle Deviation and Fitting Error of Inverted
Pendulum

두번째시뮬레이션에서는측정잡음을가우스정규분포를

갖는랜덤값으로하고스칼라이득값을세개의초기인자에

부여한 경우를 확인하였다 이 경우 역시 스칼라 이득 값의.

증가에따라추적에러의변화는발생하였으나최종적인칼만

필터의 추적결과에는 거의 영향을 미치지 않음을 확인할 수

있었다.
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(          )
그림 도립진자 각도편차와추적에러4.6

Fig. 4.6 Angle Deviation and Fitting Error of Inverted
Pendulum

마지막으로 시스템 처리잡음이 없는 것으로 하고 측정 잡

음만존재하는경우초기공분산값과측정잡음이스칼라이

득 값에 영향을 받는 시뮬레이션 결과에서도 칼만 필터의 재

귀추적시일부시간대에서진동잡음이부분적으로발생하였

으나전체적으로칼만필터의추적결과에는영향을미치지않

음을 확인할 수 있었다.
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그림 도립진자 각도편차와추적에러4.7
Fig. 4.7 Angle Deviation and Fitting Error of Inverted

Pendulum

결 론결 론결 론결 론V.V.V.V.

도립진자 에 관련된 연구는 최근(Inverted Pendulum)

들어 가장 활발하게 연구가 진행되고 있는 분야중 하나이다.

본 논문에서는 도립진자의 고전적 수학 모델인 상태방정식의

구성과상태제어인자를이용한 수학모델그리고칼만필PID

터 재귀적 수학모델의 개념을 근거로 도립진자의 상태방정식

모델을 구성하고 칼만 필터의 재귀적 예측 시스템에 영향을,

미치는 초기 잡음인자의 이득 의 영향에 대하여 수학적 증

명과시뮬레이션결과로타당성을입증하고자하였다 도립진.
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자상태방정식의초기가속도계값은 값에영향을15 rad, Q

미치는 가속도계와자이로계의처리잡음값은 로 하였0.005

으며칼만필터의갱신주기는 각속도는 을초기값0.1, 3 rad

으로 처리하였다.

본 연구의 결과 칼만 필터의 재귀 추적에 영향을 미치는

칼만 게인 값은 공분산 행열의 이득에 거의 영향을 미치지K

않기때문에특정상황에서잘못된잡음이득을갖는공분산의

값을나타내더라도상태측정값은불변의상태를유지하여최

적의추적성향을나타내고있음을확인할수있었다 결론적.

으로잡음공분산행열은시스템에서발생된상태값의영향만

받게되며 외부 영향인자인 스칼라 이득 로 처리된 공분산

행열 값은 원 신호의 재귀추적에 거의 영향을 미치지 않음을

확인할 수 있었다.
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