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잡음 민감성이 향상된 주성분 분석 기법의 비선형 변형
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요 약

주성분 분석(PCA)은 데이터의 차원을 줄이면서 최대의 데이터 변이를 보존하는 기법으로 차원 축소나 특징 추출을 위

해 널리 사용되고 있다. 하지만 PCA는 잡음에 민감하며 가우스 분포에 대하여만 유효하다는 단점이 있다. 잡음 민감성의

개선을 위해 다양한 방법이 제시되었고 그 중 퍼지 소속도를 이용한 반복적 최적화 기법인 RF-PCA2가 다른 방법에 비해

우수한 성능을 보였다. 하지만 RF-PCA2는 가우스 분포에만 사용할 수 있는 선형 알고리듬이라는 한계가 있다. 이 논문

에서는 RF-PCA2와 커널 주성분 분석(kernel PCA, K-PCA)을 결합하여 가우스 분포 이외의 분포들도 다룰 수 있는 비

선형 알고리듬인 improved robust kernel fuzzy PCA (RKF-PCA2)를 제안한다. RKF-PCA2는 RF-PCA2 알고리듬

의 잡음 강건성과 K-PCA의비선형성을 통해 기존알고리듬에 비해 잡음민감성이 적으며 가우스분포 한계를 효과적으로

극복할 수 있다. 이러한 사실은 실험 결과를 통해 확인할 수 있다.

▸키워드 :주성분 분석, 잡음 민감성, 커널 기법, 비선형성, 커널 주성분 분석

Abstract

Principal component analysis (PCA) is a well-known method for dimensionality reduction and feature

extraction while maintaining most of the variation in data. Although PCA has been applied in many areas

successfully, it is sensitive to outliers and only valid for Gaussian distributions. Several variants of PCA

have been proposed to resolve noise sensitivity and, among the variants, improved robust fuzzy PCA

(RF-PCA2) demonstrated promising results. RF-PCA, however, is still a linear algorithm that cannot

accommodate non-Gaussian distributions. In this paper, a non-linear algorithm that combines RF-PCA2

and kernel PCA (K-PCA), called improved robust kernel fuzzy PCA (RKF-PCA2), is introduced. The

kernel methods make it to accommodate non-Gaussian distributions. RKF-PCA2 inherits noise robustness

from RF-PCA2 and non-linearity from K-PCA. RKF-PCA2 outperforms previous methods in handling

non-Gaussian distributions in a noise robust way. Experimental results also support this.

▸Keyword : Principal Component Analysis, Noise Sensitivity, Kernel Trick, Non-linear Property,

Kernel Principal Component Analysis
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Ⅰ. 서 론

국주성분 분석(principal component analysis, PCA)

은 차원 축소를 위해 널리 사용되는 방법 중 하나로, 자승 오

차 (squared error) 또는 재건 오류(reconstruction

error)의 합을 최소화하는 직교 변환이다[1]. PCA는 여러

영역에 성공적으로 사용되었지만, 자승 오차 합을 사용함으로

인해 잡음에 민감하며 가우시안 분포만을 다룰 수 있다는 문

제점이 있다. PCA의 잡음 민감성을 줄이기 위해 여러 가지

방법이 제안되었고, 이들은 부분 집합을 이용하는 방법과 퍼

지 소속도(membership)를 이용하는 방법의 두 가지로 크게

나누어볼 수 있다. 부분 집합을 이용하는 방법은 하나 이상의

데이터 부분 집합에 대해 PCA를 수행하고 이들 결과를 이용

하여 전체 데이터의 주성분을 구해낸다[2-4]. 퍼지 소속도를

이용하는 방법은 전형적인 데이터 포인트에만 큰 소속도 값을

할당함으로써 잡음 민감성을 줄인다[5-8]. 이들 PCA의 변형

중 improved robust fuzzy PCA (RF-PCA2)는 소속도와

주성분을 반복적으로 최적화하는 과정을 통해 잡음에 민감하

지 않은 주성분을 구해내는 방법으로 다른 방법들에 비해 우

수한 성능을 보여주었다. 하지만 RF-PCA2 역시 선형 알고

리듬으로 가우시안 분포만을 다룰 수 있는 문제점이 있다[8].

가우시안 이외의 분포를 다룰 수 있도록 하기 위한 방법으

로는 유클리드 거리가 아닌 다른 거리 척도를 사용하는 방법

과 커널을 사용하는 방법이 있다. 유클리드가 아닌 대표적인

거리 척도로는 geodesic distance가 있다[9]. 하지만 이는

거리 계산에 많은 연산이 필요하며 잡음에 민감한 단점이 있

다. 커널 기법은 주어진 데이터를 고차원의 특징 공간

(feature space)으로 사상하고 사상된 공간에서 선형 알고

리듬을 적용함으로써 본래의 입력 공간(input space)에서

비선형 알고리듬을 적용한 결과를 얻는 방법이다[10]. 커널

기법은 support vector machine(SVM)의 성공에 힘입어

다양한 선형 알고리듬을 비선형 알고리듬으로 변환하기 위해

사용되어 왔고[10], PCA 역시 커널 기법을 도입한 kernel

PCA (K-PCA)가 존재한다[11]. 하지만 K-PCA는 잡음에

민감한 PCA의 성질을 그대로 가지고 있다.

이 논문에서는 RF-PCA2와 K-PCA를 결합하여 잡음에

강건하면서 비선형인 improved robust kernel fuzzy PCA

(RKF-PCA2) 알고리듬을 제안한다. RKF-PCA 알고리듬이

이미 소개되었지만[5] 이는 RF-PCA를 확장한 것으로

RF-PCA가 그런 것처럼 국부 최적해에 수렴함을 보장할 수

없다[8]. 하지만 RKF-PCA2는 RF-PCA2의 확장으로 하나

의 공통된 목적함수를 반복적으로 최적화함으로써 국부 최적

해에 수렴함을 보장한다. 또한 RKF-PCA2는 RKF-PCA에

비해 수렴 속도가 빠르며 K-PCA에 비해 잡음의 영향을 적게

받는 등 RF-PCA2의 장점을 그대로 가진다.

이 논문의 구성은 다음과 같다. 다음 장에서는 RF-PCA2

를 간략히 소개하고 3장에서는 RF-PCA2와 K-PCA를 이용

하여 RKF-PCA2를 유도한다. 실험 결과는 4장에서 보이며

결론 및 향후 연구 방향은 5장에서 언급한다.

II. 향상된 Robust Fuzzy PCA

RF-PCA2는잡음에강건한 개의정규직교(orthonormal) 벡터

즉, 주성분(principal component)을찾아내기위한반복알고리듬

이다. 데이터집합  ⋯가주어진경우 RF-PCA2

의 목적 함수는 식 (1)과 같이 나타낼 수 있다[8].

argmin   
  







  



log

 
  




  



log 

st  

························································································ (1)

이 때 는 데이터 포인트 의 소속도를, 은 가중치

평균을,    
는 재건

오류[12]를, 는 개 단위 직교 벡터를 열로 가지는 행렬을,

는 단위 행렬을 나타내며 는 regularization 상수이다. 는

재건에 사용될 직교 벡터의 개수를 나타내며 알려진 것으로

가정한다. 식 (1)은 두 개의 항으로 구성되어 있다. 첫 번째 항

은 소속도를 가중치로 가지는 재건 오류의 합을 나타내고 두

번째 항은주성분의잡음민감성을줄이기위한 regularization

항이다.

먼저 식 (1)을 에 대해 편미분하면 식 (2)를 얻을 수 있다.




 log  ········································· (2)

식 (2)를 에 대해 정리하면 소속도에 대한 update

equation인 식 (3)을 얻을 수 있다.
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  exp

  ····················································· (3)

유사하게, 식 (1)을 에 대해 편미분하면 식 (4)를 얻을

수 있다. 이 때 는 역행렬이 존재하여야 한다.






  



   ····································· (4)

식 (4)로부터 가중치 평균에 대한 update equation인 식

(5)를 얻을 수 있다.

 


  






  





······························································· (5)

가중치 평균을 이용하여 주어진 데이터 집합은 영의 가중

치 평균을 가지도록 만들 수 있고, 
′ , 이 때 식

(1)을 최적화하는 를 구하는 것은 식 (6)을 최적화하는 것

과 같아진다.

 ′
  




′ 

′ ··········································· (6)

의 제약 조건 하에서 식 (6)을 최소화하는 는

식 (7)로 정의되는 가중치 분산 행렬(weighted covariance

matrix)에서 개의 최대고유치를가지는고유 벡터로구성할

수 있다.

 
 

  




′
′

 
 

  






··························· (7)

이에 관한 증명은 참고문헌 [8]을 참조하면 된다.

RF-PCA2 알고리듬은 그림 1과 같이 요약할 수 있으며, 이

때 은 미리 정해지는 상수이고 max는 최대 반복 횟수를 나

타낸다.

1. 소속도    ⋯ 
  ⋯와 카운터

  를 초기화한다.

2. repeat

3. ←

4. 평균 과 분산 행렬 을 구한다.

5. 의 고유 벡터로 를 구성한다.

6. 식 (3)으로 소속도 를 구한다.

7. until     또는   max
8. return

그림 1. RF-PCA2 알고리듬
Fig. 1. RF-PCA2 algorithm

III. 향상된 Robust Kernel Fuzzy PCA

RF-PCA2는 선형 알고리듬으로 가우시안 분포에 대해서

만 유효하다는 단점이 있다. 따라서 이 장에서는 kernel PCA

를 이용하여 RF-PCA2를 비선형 알고리듬인 improved

robust kernel fuzzy PCA (RKF-PCA2)로 확장한다.

  ⋯를특징공간으로 사상된데이

터의 집합이라고 하자. 특징 공간에서의 데이터 평균과 공분

산 행렬은 식 (8)과 (9)로 나타낼 수 있다.

 


  






  





 ′
 

  





···················································· (8)

  
 

  



   
 ··············· (9)

이 때  ′ ∑  
 로 정의된다. 특징 공간에서의 가중

치 평균 가 영이라고 가정하면 식 (9)는 식 (10)과 같이 간

단히 나타낼 수 있다.
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 
 

  






 
 

  



   


 
 

  



 


·················· (10)

이 때   는 소속도의 제곱근을 가중치

로 곱한 특징 공간에서의 데이터 포인트이다. RF-PCA2에서

와마찬가지로 RKF-PCA2에서도 의 고유벡터를구함으로

써 잡음에 강건한 주성분을 구할 수 있으며 이는 식 (11)을 만

족시키는 를 구하는 것이다.

  ··································································· (11)

하지만 특징 공간은 입력 공간에 비해 차원이 높고 종종

무한 차원으로 여겨지므로 행렬 는 ∞×∞ 크기의 행렬

에 해당한다. 따라서 식 (11)을 직접 계산할 수는 없으며 커널

트릭(kernel trick)을 사용하여 간접적으로 계산하여야 한다.

커널 이론에 따르면 벡터 는 식 (12)와 같이 나타낼 수 있

다.

 
  



 
  



  ························ (12)

이 때   ⋯ 
는 가중치 벡터이다. × 커

널 행렬  ′의 각 성분을 식 (13)과 같이 정의하자.

 ′⋅

⋅



····································· (13)

이 때    ⋅는 × 커널 행렬 의 요소

를 나타낸다. K-PCA의 유도 과정을 통해 식 (11), (12), (13)

으로부터 식 (14)를 얻을 수 있다.

 ′  ′ ··················································· (14a)
′ ······························································· (14b)

이 때 는 × 대각행렬로 대각성분은  
의 값을 가진다. 식 (11)과 달리 식 (14)는 × 행렬의 고

유벡터를 구하는 문제로 직접 계산이 가능하며 고유벡터

  
⋯

  ≤ ≤를 얻을 수 있다. 고유벡

터 가 주어진 경우 테스트 포인트 의 고유벡터 로의

사상은 식 (15)와 같이 구할 수 있다.

⋅ 
  




⋅


  




 

····························· (15)

앞서 데이터는 특징 공간에서 영의 가중치 평균을 가지는

것으로 가정하였다. 이를 만족하지 않는 경우에는 식 (16)을

통해 영의 가중치 평균을 가지도록 해주어야 한다.

  ⋅ 

 ′
 

 





 ′
 





 ′
 

 





···· 16)

또한 테스트 포인트 도 식 (17)을 이용하여 영의 가중치

평균을 가지도록 해주어야 한다.

  ⋅

  ′
 

 





 ′
 







 ′
 

 





·············· (17)

소속도 계산을 위해서는 재건 오류 역시 특징 공간에서 계

산되어야 한다. 하지만 이 역시 차원 문제로 직접 계산될 수

없으며 커널 트릭을 이용하여 간접적으로 계산하여야 한다.

특징 공간에서의 재건 오류는 식 (18)과 같이 계산된다.
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    ′
 

  





 ′
 

  






  





 





 







(18)

이 때 , , 
은 각각 식 (19), (20), (21)로 정의된다.

 
  




  ············································· (19)

  ′
 

 




  ································ (20)


 

 ································································· (21)

위의 재건 오류 계산식들은 참고문헌 [13]과 유사하지만

약간의 차이점이 있다. 이는 RKF-PCA와 RKF-PCA2의 목

적함수 차이에서 연유한다. 자세한 유도 과정은 참고문헌

[13]을 참고하면 된다. 재건 오류가 계산되면 식 (22)와 같

이 소속도를 계산할 수 있다.

  exp
  ·············································· (22)

그림 2는 RKF-PCA2 알고리듬을 요약한 것이다.

1. 소속도   ⋯ 
  ⋯ , 카운터

   , 커널 행렬 를 초기화한다.

2. repeat

3. ←

4. 식 (16)으로 데이터의 평균 를 영으로 만든다.

5. 식 (14)를 풀어 고유치와 고유벡터를 구한다.

6. 식 (22)로 소속도를 구한다.

7. until     또는  max
8. return

그림 2. RKF-PCA2 알고리듬
Fig. 2. RKF-PCA2 algorithm

IV. 실험 결과 및 고찰

RKF-PCA2가 RKF-PCA에 비해 나은 결과를 보인다는

것을 확인하기 위해 이 장에서 두 알고리듬을 Matlab으로 구

현하여 실험하였다. 실험에 사용한 데이터는 커널 PCA의 원

논문에서 사용된 데이터로 3개의 가우스 분포에서 각기 30개

의 데이터를 생성한 90개의 점들로 구성되어 있다[11]. 이

논문에서는 여기에 10개의 잡음을 추가하고 잡음이 없는 데

이터()에 K-PCA를 적용한 결과와 잡음이 존재하는 데이

터()에 RKF-PCA와 RKF-PCA2를 적용한 결과를 비교함

으로써 제안한 알고리듬이 잡음에 강건하면서 RKF-PCA보다

우수하다는 사실을 보인다. 잡음은 ≦ ≦ ,

≦ ≦  범위의 균일 분포에서 생성하였다. 그림 3은 실

험에 사용된 데이터의예를 보인 것이다. 이 장에서의 결과는

그림 3과 같은 데이터를 무작위로 100회 생성하여 실험한 결

과를 평균한 값들이다.

그림 3. 잡음이없는데이터와잡음이첨가된데이터
Fig. 3. Noise-free and noisy data

그림 4와 그림 5는 에 RKF-PCA와 RKF-PCA2를 적용

한 경우 목적 함수의 값을 나타낸 것이다. 이 때 최대 반복회

수 max는 20, 는 0.001로 설정하였다.

그림 4. RKF-PCA의수렴
Fig. 4. Convergence of RKF-PCA
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그림 5. RKF-PCA2의수렴
Fig. 5. Convergence of RKF-PCA2

그림 4와 5에서 알 수 있듯이 RKF-PCA는 RF-PCA와

마찬가지로두개의목적함수를사용함으로인해목적함수가

단조 감소하지 않는다. 반면 RKF-PCA2는 통합된 하나의 목

적 함수를 최적화함으로써 단조 감소한다. RKF-PCA2는 또

한 빠른 수렴 속도를 보이는 것을 확인할 수 있다. 실험에서

RKF-PCA는 평균 17.82회만에 수렴하였고 RKF-PCA2는

평균 7.31회만에 수렴하였다.

RKF-PCA2는 빠른 수렴 속도뿐만이 아니라 찾아진 주성

분 역시 잡음의 영향을 적게 받는다. 그림 6은 에 K-PCA

를 적용하여 얻은 첫 번째 및 두 번째 고유 벡터를 나타낸 것

이며 그림 7과 8은 에 RKF-PCA와 RKF-PCA2를 적용하

여 얻은 고유 벡터를 나타낸 것이다.

그림 6. K-PCA의고유벡터
Fig. 6. Eigen-vectors of K-PCA

그림 7. RKF-PCA의고유벡터
Fig. 7. Eigen-vectors of RKF-PCA

그림 8. RKF-PCA2의고유벡터
Fig. 8. Eigen-vectors of RKF-PCA2

그림에서 보아 알 수 있듯이 그림 7과 8은 거의 유사하게

보인다. 이를 정량적으로 평가하기 위해 식 (14)에서의 가중

치벡터 를통해 비교하였다. 비교 방법은먼저 K-PCA에서

구한 와 RKF-PCA에서 구한 의각도를 식 (23)으로 구

한다.

  cos

⋅  ················································· (23)

유사하게 RKF-PCA2에서의 와 의 각도 를 구하

고 과 를 비교함으로써 잡음에 민감한 정도를 비교하였

다. 비교 과정에서의 한 가지 문제점은 과 이 서로 다른

데이터에서 얻어진 것으로 그 차원이 다르다는 점이다. 따라

서 이 논문에서는 에서 잡음에 의한 부분을 제외하고 

의 차원과 동일하게 수정한 후 계산하였다. 비록 과 가

절대적인 값을 제공하지는 않지만각데이터 포인트들이 고유

벡터를 구성하기 위해 참여하는 정도를 나타내므로 상대적인

비교 값으로는 충분히 활용할 수 있으며 작은 값일수록 좋은

성능을 보이는 것으로 볼 수 있다. 실험에서 는 평균 22.142

를 는 21.875를 보여 RKF-PCA2가 RKF-PCA보다 약간 나

은 성능을 보였다. 에 K-PCA를 적용하여 같은 방법으로

비교한 경우 의 평균은 37.232로 RKF-PCA2보다 잡음에 민

감한 것을 알수 있으며 RKF-PCA 역시 K-PCA보다잡음민

감성이 적은 것을 알 수 있다.

V. 결론

Improved robust fuzzy PCA (RF-PCA2)는 퍼지 소속

도를 이용하여 PCA의 잡음 민감성을 줄여주는 반복 알고리

듬(iterative algorithm)으로 이전 알고리듬들에 비해 잡음
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민감성이 줄어든다는 사실이 입증되었다. 하지만 RF-PCA2

는 선형 알고리듬으로 가우시안 분포에 대해서만 유효하다는

단점이 있다. 이 논문에서는 이러한 RF-PCA2의 단점을 보

완하기 위해 커널 기법을 도입하여 RF-PCA2를 비선형 알고

리듬으로 확장한 improved robust kernel fuzzy PCA

(RKF-PCA2) 알고리듬을 제안하였다. RKF-PCA2 알고리

듬은 RF-PCA2의 잡음에 강건한 성질을 가지면서 kernel

PCA를 통해 다양한 분포에 적용할 수 있다는 장점이 있다.

특히 RKF-PCA2는 이전 RKF-PCA에 비해 현저히 빠른 수

렴 속도를 보이며 찾아진 주성분 역시 RKF-PCA보다 나은

것을 실험 결과에서 확인할 수 있다.

RKF-PCA2가 비록 이전 알고리듬들에 비해 나은 성능을

보이지만 개선의 여지는 남아있다. RKF-PCA2는 반복 알고

리듬으로 많은 연산량을 필요로 한다. 이의 해결 방안으로는

데이터 집합의 크기를 줄여주는 전처리 과정의 도입이나

incremental algorithm으로의 변환 등이 있을 수 있으며

이는 현재 연구 중에 있다. 또 다른 개선 방안으로는

RKF-PCA2의 초기화 과정이 있을 수 있다. RKF-PCA2는

RF-PCA2와 마찬가지로 균일한 초기 소속도 값으로 시작한

다. 하지만 국부적인 최적해만을 보장할 뿐 전역적인 최적해

는 보장하지 않는다. 따라서 초기화 방법을 달리 함으로써 전

역 최적해에 보다 가까운 해를 얻을 수 있을 것으로 기대되며

이는 향후 연구 과제로 남아 있다.
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