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-fold Wiener process에 대한 유한근사함수의 특성에 관한 연구
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A study on the properties of the finite-dimensional
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요 약

fold Wiener process는 실질적으로 infinite dimension이고, 컴퓨터는 finitely dimensional subspace

만 취급할 수 있기 때문에 fold Wiener process는 컴퓨터로 구현될 수 없다. 따라서 본 논문에서는 fold

Wiener process의 -dimensional approximation 함수의 특성에 대해 연구한다.
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Abstract

Because the -fold Wiener process is truly infinitely dimensional and a computer can only

handle finitely dimensional subspaces, we study in this paper the basic properties of the 

-dimensional approximation function of the -fold Wiener process.
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I. 서 론

Informaion-based complexity를 연구하는 분야에서 다

루는 문제 중에서는 complexity를 분석하기가 아주 어렵거

나, 아예 불가능한 문제들이 있다. 예를 들어 개의 데이터를

사용하는 수치적분문제에서 minimal 오차가 인 것

이 알려져 있는데 여기서 비록 정수 값을 알고 있다하더라

도 -notation에서 사용되는 상수의 값을 우리는 알지 못한

다. 따라서 프로그램할 때 언제 계산을 끝내야할지 모르기 때

문에 optimal 알고리즘을 프로그램하는데에는 어려움이 있

다. 또 다른 예로 어떤 함수 ∈ (여기서 은 0이상의 정

수이며 집합  은 차 도함수가 연속인 함수의 집합을 말한

다)의 global maximum의 근사값을 찾는 문제인 global

optimization 문제에서는 어떤 정수 이 ≧ 일 때

max 의 분포(distribution)가 알려져 있지 않아서

가장 간단한 알고리즘에서조차 그 average case 오차를 알

수가 없다. 이러한 문제들을 다룰 때, 만약 우리가 -fold

Wiener measure 에 의해 분포되는 random 함수들을

만들어낼 수 있다면 random method를 사용하여 위 문제들

에 대해 complexity를 보다 쉽게 계산을 할 수 있을 것이다.

따라서 본 논문에서는 -fold Wiener random 함수의 특성

([2], [5] 참조)에 대해 연구한다.

Information-based complexity 분야에서 계산하는

average case 오차는 -norm을 사용하여 측정되는

function approximation 문제에서, 어떤 양수 에 대해서

 -fold Wiener measure 과 양수  (여기서 은 주어

진 information의 개수를 나타냄)과 information

      ⋯  

( : some linear functional )

이 주어지면, algorithm 를 사용하여 이 문제를 푸는

경우 average case 오차

        


는  ⋅     의 conditional mean인

algorithm    
  에 의해서 최소화된다. 따라

서 average case 오차는 일차적으로는 문제에 주어지는

information 에 따라 변화하고, 이차적으로는 사용하는

알고리즘 에 따라 그 값이 변화한다. 본 논문에서는 같은 알

고리즘을 사용한다고 가정할 때, average case 오차를 최소

화하는 몇 가지의 information에 대한 특성에 대해 연구한다.

II. 용어정의

본 논문에서는 함수의 집합에 probability measure인 

-fold Wiener measure 이 주어진다고 가정한다. 여기서

은 평균이 0이고 correlation function이

    

 

 
















인 Gaussian measure이다. 여기서

 max

를 의미한다. 다시 말해서 에 의해 분포되는 함수 는

평균이 0이고 autocorrelation이 위와 같이 주어진

Gaussian stochastic process이다. 또한 에 의해 분포되

어 있기 때문에 boundary condition 인

  ′   ″   ⋯   

을 만족한다.

-fold Wiener process는 사실상 infinite dimension

이고 컴퓨터에서는 finitely dimensional subspaces만 취

급할 수 있기 때문에 진짜 -fold Wiener process  는 컴

퓨터로 구현될 수 없다. 따라서 process  의 근사함수에 대

하여

dim fm  m ,  →   →∞

를 만족하는 approximate random process 의 성질

을 본 논문에서 연구한다.
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III. -fold Wiener Process의

유한근사함수

오차가 -norm을 사용하여 측정되는 function

approximation 문제에서, 어떤 양수 에 대해서  -fold

Wiener measure 과 양수  (여기서 은 주어진

information의 개수를 나타냄)과 information

      ⋯  

( : some linear functional )

이 주어지면, algorithm 를 사용하여 이 문제를 푸는

경우 average case 오차

        


는  ⋅    의 conditional mean 인

algorithm    
  에 의해서 최소화된다. 이러

한 최소 오차는 information 의 radius 라 불리며

  로 표기된다. 따라서 어떤 함수 ∈ 

에 대해서,


    

  



⋅ 

이다. 사실상 
 는 다른 어떠한 norm을 사용한다 하더

라도 function approximation 문제에서의 average case

오차를 최소화시킨다. 특히, 임의의    와   ∞ 를 포

함하는 임의의    에 대해서

   
  

  

min Er f  Mm f pq  

또한 임의의 linear operator 에 대해서

 
   는   를 approximating 하는 문제

의 average case 오차를 최소화시킨다. 즉,

      ∘
   

 min     
  

여기서 random function 의 기본적인 성질에 대해

알아본다. 주어진 문제에 대한 average case 오차는 일차적

으로는 information 에 따라 변화하고, 이차적으로는

사용하는 algorithm 에 따라 그 값이 변한다.

Theorem1. 어떤 algorithm 에 대해서 average

case 오차를 최소화시키는 information은


   





  

 ⋯ 

   




이며 이때의 오차는

   
  

   





이다. 여기서  와 는  의 eigenpairs이며

   ,  ≧  ≧ ⋯      

를 만족한다. ⋅⋅ 는  inner product를 나타

내며 는 integral operator

   




    

로써   는  의 covariance function 이다.

Proof: 증명은 [5]를 참조하기 바란다.

■
Theorem2. 개의 등간격점(equally spaced points)

에서의 함수값으로 구성된 information


  




 

 … 
  .
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을 사용할 경우 average case 오차는

   
 

 
   






이 된다.

Proof: 이 information에 대응되는 optimal algorithm


 는 개의 등간격점을 사용하여 함수  를 보간하는

차의 natural spline 함수에 의해서 주어진다. 이 증

명 또한 [5]를 참조하기 바란다.

■
따라서 Theorem1과 Theorem2에 의해 

도 
 만

큼 오차를 최소화시키는 information이 된다. 본 논문에서

사용할 또 다른 information 
 은 등간격점에서의 함수

의 함수 값으로 구성된다.


  






  ⋯ 
  

Theorem3. Information 
 을 사용하여


     과 

    을 

-approximation 문제와 적분문제에서의 average radius라

고 하자. 그러면 ≧ 일 때

 
       

   
   r  

Proof: 상한은 [3]과 이미 알려져 있는 사실


    에 의해

 
     ≦

      ≦ 
   

이다. 따라서 본 증명에서는 적분문제에서의 하한만 증명

하면 된다.

를 에 의해 분포되어 있고, 를 에 의해 분포되어

있다고 하자.  ∘ 이므로   이다.

즉

 









  

따라서 적분문제에서의 
 의 average radius는


    



 













 





 




















 


 





을 만족한다. 따라서

 












 

라 할 때 이 문제에서의 하한은

  
  

이 된다. 함수 가 에 의해 분포되고 의

approximation을 구하는 문제에서는 
이 optimal 알고리

즘이다.

가 functional이기 때문에 average case 오차  

은, 에 의해 생성되는 reproducing kernel Hilbert

space상에서 unit ball에 대한 worst case setting일 경우



를 사용하여 의 근사값과 같게 된다. 이것은 다음과 같

은 Sobolev space인 것이 알려져 있다.([4] 참조) Norm이

  ′이고


  f  f   f 는연속이고 f′∈L
다시 말해,



 ∞

 sup  ∈
  ′  ≦

and     ∀ 

여기서    이고
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 











   i f ∈   

  i f ∈  

라 하면 ∈
이고 모든 에 대해서    이 되

며 또한′  이 된다. 그러면

  














 

 














 









 
  




  







구간  에서의 적분값은


  



 















 




 


이고, 구간  에서의 적분값은








 




















이다. 따라서    이고

  이라 할 때

 
  



   
 

이다. 여기서∈  ,∈   이

라 할 때

   ′  

″   

 
   


′  


″  

이 됨을 알 수 있다. ″    이므로

  
 

 

    

≧ 




  


이 되고, 따라서

  
 

  




 

  






 

 
  



 
  

 
 




 

≧ 

 




  




 




이다.

■

IV. 결론

Infinite dimension인 -fold Wiener process를

finitely dimensional subspaces만 취급할 수 있는 컴퓨터

에서 구현하기 위해서는 process  의 approximate
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random process 를 생성하여 이 근사함수를 이용하여

문제를 풀어야 한다. 함수를 취급하는 문제에 대한 average

case 오차는 일차적으로는 information 에 따라 변화하

고, 이차적으로는 사용하는 algorithm 에 따라 그 값이 변

한다. 본 논문에서는 개의 함수값을 information으로 사

용한다고 가정할 때, 두 가지의 information 
 와


를 사용하면 Theorem1과 Theorem2에서 average

case 오차가 최소화된다는 것을 보였다. 또한 Theorem3에

서는 경우에 따라서는 
 와 

 대신에 


를 사용하여 average case 오차를 최소화할 수 있다는 것을

보였다.

앞으로의 과제는 위와 같은 특성을 가진 information을

생성하는 프로그램을 작성하여 -approximation 문제나

적분문제에 대한 average case 오차를 실험적으로 계산하는

것이다.
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