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4-색 알고리즘

1)이상운*

The Four Color Algorithm

Sang-Un, Lee*

요 약

본 논문은 지금까지 NP-완전인 난제로 알려진 4-색 정리를 인 선형시간 복잡도로 수기식과 컴퓨터를 활

용하여증명하는알고리즘을제안하였다. 제안된알고리즘은그래프   의정점집합 를최대독립집합

와 최소 정점 피복 집합 으로 정확히 양분하는 기법을 적용하여
에 첫 번째 색을 배정하고,  집합의

정점들로 축소된 연결 그래프   를 대상으로
와 로 양분하여

에 두 번째 색을 지정하였다. 

집합의정점들로축소된연결그래프   를대상으로
와 로양분하여

에세번째색을지정하였

다. 마지막으로 를
로 하여 4번째색을 배정하였다. 2개의 실제지도 그래프와 2개의 평면 그래프를 대상으

로제안된알고리즘을적용한결과모든그래프에서채색수   를찾는데성공하였다. 결국, 제안된 “4-색알

고리즘”은 평면 그래프의 4-색을 결정하는 일반적인 알고리즘으로 적용할 수 있을 것이다.

▸Keywords :최소 정점 피복, 최대 독립 집합, 최소 차수, 채색수

Abstract

This paper proposes an algorithm that proves an NP-complete 4-color theorem by employing a

linear time complexity where . The proposed algorithm accurately halves the vertex set  of

the graph    into the Maximum Independent Set (MIS)
 and the Minimum Vertex

Cover Set . It then assigns the first color to
 and the second to

 , which, along with , is

halved from the connected graph   , a reduced set of the remaining vertices.

Subsequently, the third color is assigned to  , which, along with , is halved from the connected

graph   , a further reduced set of the remaining vertices. Lastly, denoting  as
 , the

algorithm assigns the forth color to  . The algorithm has successfully obtained the chromatic
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number    with 100% probability, when applied to two actual map and two planar graphs.

The proposed "four color algorithm", therefore, could be employed as a general algorithm to

determine four-color for planar graphs.

▸Keywords : Minimum Vertex Cover (MVC), Maximum Independent Set (MIS),

Minimum Degree, Chromatic Number

I. 서 론

간선들이 서로 교차되지 않는 평면 그래프 (Planar

Graph)  ∈   ∈에 대해, 4-색 정

리 (Four Color Theorem)는인접정점들간에는다른색을

배정하여 모든 정점들을 색칠하는데 소요되는 채색 수

(Chromatic Number, )는≤이다.[1-7] 이정

리는 1852년 Francis Guthric이 영국의 지도를 대상으로

4가지색만으로주들을구분하여칠할수있음을발견하였고,

100년이 지난 1977년 Appel과 Harken[8]이 4-색 정리

증명에 성공하였다. 그러나 이는 수천 라인의 프로그램을 작

성하여증명하였으며, 아직까지는이문제를수기식으로증명

할 수 있는 휴리스틱 알고리즘이 제안되지 않고 있다.

본논문은모든지도는 4-색 으로칠할수있다는 4-색 정

리를수기식으로증명할수있는휴리스틱알고리즘을제안한

다. 본알고리즘은그래프정리에서적용되고있는최대독립

집합 (Maximum Independent Set, MIS)과 최소정점피

복 (Minimum Vertex Cover, MVC) 개념을 적용한다. 먼

저, 지도에서 주 (도)를 정점으로, 서로 인접한 주 (도)간에

는 간선으로 연결하면 이를 그래프로 표현할 수 있다. 평면

그래프  에서 인접하지 않은 정점들을 선택하여 하

나의 색을 배정하는 방법은 정점 집합 를 MIS인

   로 분할하는 문제와 같다. 즉 정점 집합

 로 는 MVC 집합이 된다.

2장에서는 4-색 정리에 대한관련연구와 문제점을고찰한

다. 3장에서는 실제 지도 그래프와 일반적인 평면 그래프를

대상으로 4-색 알고리즘을 제안한다. 4장에서는인도와 미국

의 실제 지도, Gardner[9]와 Wagon[10,11]이 논쟁을 벌

인 110개의 영역으로 구성된 만우절 조작 (April Fool's

Hoax) 그래프와 Errena 그래프[11]를 대상으로   

임을 제안된 알고리즘으로 증명한다.

II. 관련연구와 연구 배경

4-색 정리는 1852년 Francis Guthric이 영국의 지도를

대상으로 4가지색만으로주들을구분하여칠할수있음을발

견하였다. 4-색문제를처음학문적으로논의된것은 1878년

Cayley 논문이었으며, 1878년 Kempe[12]가 처음으로 실

제의 해법을 제시하여 4-색 정리를 증명하였고,

Heawood[13]는 첫번째로정확한해법을제시하였다. 이후

여러번의증명과증명오류발견및반증이제시되었다.[4]

이후 100년이지난 1977년 Appel과 Harken[8]이 4-색정

리를 증명하였다. Appel과 Harken[8]은 수천 라인의 컴퓨

터 프로그램을 작성하여 1,200 시간 동안 수행한 결과 4-색

정리를증명하였다. 이 방법에대해많은논쟁이있었지만결

국은 수기식으로 증명할 방법이 없어 모든 수학자들이 이를

받아들였다.[4] 이후에도 Robertson[14]과 Dharwadker

[15]가 수학적으로 계속 증명을 시도하였다.

비록지도제작자들은이문제에대해연구를하지않지만

4-색 문제는 150년 이상 존재하여 왔다. 수학자들은 해법을

찾으려고 많은 애를 쓰고 있지만 완전한 증명을 하지 못하고

있다. 결국, 컴퓨터의 등장으로 해법이 제시되었지만 컴퓨터

해법은 논쟁의 대상이 되고 있다. 4-색 정리에 대한 증명을

종결하기위해서는수기식으로증명할수있는알고리즘제안

이필수적이라할수있다. 본연구의목적은 4-색정리에대

해수기식으로증명할수있는알고리즘을제시함으로서4-색

정리에 대한 논쟁을 종식시키고자 한다.

4-색 알고리즘에적용되는그래프의기본개념은다음과같

다. 그래프 에서각정점 에부속한 (Incident) 간선수를

차수또는결합가(Degree or Valency, deg)라한다. 최대
부속간선 수를 갖는정점 의차수를최대 차수 (Maximum

Degree)  로, 최소부속간선수를갖는정점 의차수를

최소차수 (Minimum Degree) 로표기한다.[16]

그래프 에서최대독립집합MIS를구하는방법은 
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인  정점을선택하여 MIS 집합에 포함시키고  정점에

인접한  정점들을 MVC 집합에 포함시킨다. MVC 집합에

포함된 정점들에 부속된 간선들을 모두 삭제한다. 남아 있는

정점들 (연결된그래프)을대상으로정점들이없을때까지반

복적으로 수행하면 모든 정점들은 MIS와 MVC 집합으로 정

확히 양분 (Bipartite) 할 수 있다. 그림 1의  그래프를

대상으로 이 개념을 적용하면 그림 2와 같이   

로 양분된다.  그래프는 Brown[6]에서

인용되었다.

 그래프에서 각 정점의 차수를 구하면 deg  deg
  deg  deg   deg  deg  이다. 결국,

첫번째로MIS에포함되는정점은 인© 또는ⓓ 중하

나가된다. 여기서©를선택하여MIS에포함시키면© 정점

에 인접한 정점 Ⓐ,ⓑ,ⓕ는 MVC에 포함된다. MVC에 포함

된정점Ⓐ,ⓑ,ⓕ의부속간선들을모두삭제하면  간선

만 남는다. deg  deg  이므로 ⓓ를 MIS에, ⓔ를

MVC에 포함시키면    를 최

종적으로 얻는다. 결국  그래프의 MIS는 ©와 ⓓ로 상호

간에는 인접하지 않음을 알 수 있다.

그림 1. 그래프

Fig. 1.  Graph

그림 2.  그래프의MIS와MVC

Fig. 2. MIS and MVC for  Graph

III. 4-색 알고리즘

평면 그래프의 채색수   를 찾기 위해 본 장에서는

정점집합 를단계적으로 개의MIS   로정

확히분할하는방법을제안한다. 이알고리즘은 2장에서제시

한 “MIS 집합을 얻는 방법”을 적용한다. 먼저 주어진 그래프

   의 정점 집합 과 간선 집합 에서 인

정점 를 선택하여 MIS 집합을 얻는 과정을 반복하여 수행

한다. 최종적으로얻은MIS 집합의원소들에한가지색을배

정한다. 이는  이 된다.    에서
 원소 정점

들의간선을모두삭제하여축소된연결그래프   

를 얻는다.    에 대해 “MIS 집합을 얻는 방법”을

적용하여 를얻는다.    에서
 원소정점들의

간선을 모두 삭제하여 축소된 연결 그래프   를

얻는다.    에 대해 “MIS 집합을 얻는 방법”을 적

용하여 를 얻는다.     그래프에서 MVC 집합

원소들이 가 된다. 결국, 지도의 채색수   를 얻는

다. 이 개념의 4-색 알고리즘은 그림 3에 제시되어 있다.

그림 3. 4-색 알고리즘
Fig. 3. 4-Color Algorithm

첫 번째 단계에서 주어진 정점들   를 과
로

정확히양분하여 의정점들을동일한색으로설정한다. 축

소된 그래프의 정점들  간선들을 대상으로 다시 와

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     

 그래프

     

 그래프

     

 그래프

     

 그래프

그림 4. 실험에적용된평면그래프
Fig. 4. Planner Graph for Experimental Data

로정확히양분하여 에 2번째색을지정한다. 다시축소된

그래프의 정점들  간선들을 대상으로 와
로 정확히

양분하여 에 3번째 색을 지정한다. 가
로 되어 4번

째색이지정된다. 결국, 제안 알고리즘은 회의수행복

잡도로   를 정확히 얻을 수 있다.

IV. 실험 및 결과 분석

본 장에서는 그림 4의 그래프를 대상으로 4-색 알고리즘

의성능을고찰해본다. 는 Dharwadker[16]에서, 는

Moore[4]와 Wikipedia[17]에서, 는 Wagon[11]에서,

는 Weisstein[7]와 Wagon[11]에서 인용되었다.

 3개 그래프에대해 4-색 알고리즘을적용한결

과는 표 1에,  그래프는 표 2에 제시되어 있다.

 그래프는 정점의 차수가 거의 연속적으로 분포

하고 있으나  그래프는 각 정점의 차수 deg는 

 로 이상점 (Outliners)이 2개 존재한다. 따라서 이 경

우 제안된 알고리즘을 약간 변형시켜 적용하였다. 즉,

deg  deg  으로 정점 ①과 ③을 제외시킨 그래

프를 대상으로 첫 번째와 두 번째 색을 배정한다. 정점 ①과

③은추후 3번째또는 4번째색에배정한다. 첫번째색집합

은 그림 3의 4-색 알고리즘을 적용한다. 이 결과 31개의

정점이  집합에배정되었다. 두번째색집합
은그림 3

의 4-색 알고리즘을 적용하되 MVC   집합에 존재하는

정점들과 새로 추가되는 정점들 간에 클릭 (Clique)이 존재

하지않아야한다. 이경우가발생하면 5-색칼라가소요되기

때문이다. 이러한 경우가 발생할 경우, 인 정점  대신

인접정점 들중하나를교환하여MIS에포함시킨다. 이는

28번째수행된   의인접정점   에서

의 클릭이 존재하여 MIS에 86을

에 를 포함시켰다. 세 번째 색 집합 은

그림 3의 알고리즘을 수행하되, 동일한  정점들 중

MVC  에 인접한 정점이 없을 경우 다음의  정점들

중 에인접한정점을선택한다. 만약, 남아있는정점들모

두 에 인접한 정점이 없으면  정점을 선택한다. 정점
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표 1. 지도그래프의 4-색알고리즘
Table 1. 4-Color Algorithm for Map Graph

(a)  그래프

(b)  그래프

①과 ③의 인접 정점들을 분석하여 보면 정점 ①은 와 인

접하고, 와는 인접하지 않는다. 또한, 정점 ③은  ,


모두와 인접하지 않는다. 결국, 정점 ①은 에, 정점 ③은

에 배정된다.

제안된알고리즘은 4개 그래프데이터모두에서 4-색칼라

를배정하는데100%성공하였다. 비록 의    (⑦),

의    (⑰과29), 의    (①)로최대인

접정점이8,9또는14개가존재하더라도 “모든평면그래프는

4-색으로 가능하다.”는 4-색 정리가 성립함을 보였다.

Ⅴ. 결론

본논문은 150년이상증명되지못한 4-색 정리를수기식

으로 증명할 수 있는 휴리스틱 알고리즘을 제안하였다. 제안
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(c)  그래프

표 2. 만우절조작그래프의 4-색알고리즘
Table 2. 4-Color Algorithm for April Fool's Joke Graph
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된 알고리즘은 수행 복잡도 으로 컴퓨터를 활용하거나

수기식으로도 쉽게 증명할 수 있다. 제안된 알고리즘은 그래

프 이론에서 주어진 그래프  의 정점 집합  를

MIS  와MVC  집합으로정확히양분하는방법을적용

하여채색수   를구하였다. 제안된알고리즘을 2개

의 실제 지도 그래프와 2개의 평면 그래프에 적용한 결과

  를 얻을 수 있었다.

본 논문에서 제안된 4-색 알고리즘은 지금까지 NP-완전

(non-deterministic polynomial-complete)인 난제로 여

겨졌던채색수문제를선형시간으로푸는다항시간(polynomial)

알고리즘이 존재함을 보였다. 따라서, 4-색 알고리즘은 NP-

문제가 아닌 P-문제임을 증명하였다.

본 알고리즘은채색수문제를풀수있는일반적인휴리스

틱 알고리즘으로 적용할 수 있을 것이다.
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