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유한체 GF(3m)상의 고속 병렬 곱셈기의 설계
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요 약

본 논문에서는 유한체  상에서 모든 항에 0이 아닌 계수를 갖는 기약 다항식에 대하여 이 홀수 및 

짝수인 경우  상의 곱셈 알고리즘을 제시하였으며, 제시한 곱셈 알고리즘을 이용하여 고속의 병렬 입-출

력 모듈구조의 곱셈기를 설계하였다. 제시한 곱셈기의 구성은  개의 동일한 기본 셀들로 설계되었으며, 

셀에 메모리를 사용하지 않았으므로 회로가 간단하며 셀당   의 지연시간을 갖는다. 본 논문에서 제안한 

곱셈기는 규칙성과 셀 배열에 의한 모듈성을 가지므로 이 큰 회로의 확장이 용이하며 VLSI회로 실현에 적합할 

것이다.

▸Keywords :유한체, 곱셈기, 기약다항식, 다항식, 갈로아필드

Abstract

In this paper, we propose a new multiplication algorithm for primitive polynomial with all 1 of coefficient 

in case that m is odd and even on finite fields  , and design the multiplier with parallel 

input-output module structure using the presented multiplication algorithm. The proposed multiplier is 

designed   same basic cells. Since the basic cells have no a latch circuit, the multiplicative 

circuit is very simple and  is short the delay time    per cell unit. The proposed multiplier is easy 

to extend the circuit with large  having regularity and modularity by cell array, and is suitable to the 

implementation of VLSI circuit.
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I. 서 론

유한체(Galois field)의 연산은 디지털 신호처리, Reed-

solomon 부호기, 영상처리, 오류정정부호, 디지털통신의암

호화및해독화를요하는보안등에다양한응용분야에서중

요한 역할을 한다[1-3]. 이들 중 오류정정부호의 경우 유한

체 상의연산에서실제로부호기및복호기설계시

전체시스템의규모와성능에절대적인영향을미치므로회로

경로의 연결, 시스템 구조의 복잡성과 동시성 등의 문제점을

개선하기위한연구가진행되어왔다[4]. 특히, Galois field

(GF) 연산은 Reed-Solomon 채널코딩과 디코딩 구조에 일

반적으로 사용된다. Reed-Solomon(RS) 코드는 무선통신

채널에 대하여 오류검출과 정정을 제공한다. 예를 들면,

3GPP/EDGE/E-TCH 블록 부호화/복호화는 보통  

으로 구현된다[5]. 그러나 RS 부호기와 복호기는 여러 가지

유한체 승산과 가산을 요하며, 유한체 연산에서 가산은 간단

하게 수행되는 반면에 승산은 상당한 계산량을 요구한다. 그

러므로 승산에 대한 효과적인 구현을 갖는 것이 중요하게 되

었다.

Koc와 Sunar[6]은 AOP를기반으로하는저복잡성비트

-병렬 정규기저 곱셈기를 제안하였다. 제안된 정규기저 곱셈

기는 개의 XOR 게이트와 개의 AND 게이트를

필요로 한다. Halbutogullari와 Koc[7]는 일반적인 기약다

항식에 대한 Mastrovito 곱셈기를 제안하였다. 위에서 제안

된 저복잡성 곱셈기들이 보안 및 암호 시스템 응용에 적합하

다 할지라도 시스토릭 기술을 이용하여 설계된 것이 아닌 경

우에는 이클경우 상의곱셈에대한지연시간은

매우 크다.

Lee 등[8]은 유한체 상에서 기약 AOP

(all-one-polynomial)를 기반으로 하는 순환이동과 내적이

라는 두 연산을 이용한 곱셈 알고리즘을 제안하였고, 제안한

알고리즘을 기반으로 저복잡성 비트-병렬 시스토릭 곱셈기를

구성하였다. 첫 번째 곱셈기는 1개의 2 입력 AND 게이트와

1개의 2 입력 XOR 게이트, 3개의 1 비트 래치로 이루어진

개의동일한셀들로 구성하였고, 또 하나의 곱셈기

는 개의 동일한 셀들과 개의 XOR 게이트로 구

성하였는데, 각 셀은 1개의 2 입력 AND 게이트와 1개의 2

입력 XOR 게이트, 4개의 1 비트래치로구성하였다. 각각의

곱셈기는 각 셀에서의 지연시간이 짧기 때문에 속도가 빠르

다. Kim 등[9]은 기약 AOP를 이용한 비트-병렬 시스토릭

곱셈기를제안하였으며, 제안한곱셈기는공간복잡도가증가

하는 반면에 시간 복잡도가 감소하며, VLSI 구현에 적합하

다. Kim과 Jeon[10]은 유한체 상에서 다항식 기저의 세미-

시스토릭 어레이를 기반으로 한 효율적인 몽고메리 곱셈기를

제안하였다. 제안한 곱셈기는 입력 비트수가 홀수인지 또는

짝수인지에따라다르게수행하며전체시간복잡도를감소시

킨다. Chang 등[11]은 삼항 기약다항식 기반의 

디지트-직렬 곱셈기를 제안하였으며, 이 곱셈기는 모듈러 감

산연산부를병렬화하여공간복잡도는기존의결과와같으나

시간 복잡도가 감소한다.

본논문에서는Chang 등[11]이제안한 의디지

트-직렬 곱셈기와 Lee 등[8]이 제시한 AOP를 기반으로 하

는 유한체 상에서의 곱셈 알고리즘을 상

으로 확장하여 모든 항에 이 아닌 계수가 존재하는 기약다

항식의 두 원소에 대한 곱셈 알고리즘을 제안하였다.

상에서는 이 홀수인 경우와 짝수인 경우에 대한

조건을 정리를 통하여 증명한 후 알고리즘을 구현하고,

상에서 곱셈기를 설계하였다.

II.  상에서의 곱셈 알고리즘

본장에서는유한체 의연산인가산과곱셈에대하

여 논하고, 의 곱셈 알고리즘을 제시한다.

2.1 GF(3m)상에서의 곱셈 알고리즘

본절에서는유한체 상에서모든항에 이아닌

계수가 존재하는 기약다항식의 두 원소에 대하여 이 홀수

인 경우와 짝수인 경우에 대한 곱셈 알고리즘을 제시하였다.

2.1.1 GF(3m)상에서 이 홀수인 곱셈 알고리즘

유한체 상에서 이 홀수인 경우에 대한 곱셈

알고리즘을 제시하며, 은 이 양의 정수인 개

의원소를갖는다. 유한체 상에서모든항이존재하

는 기약다항식이 식 (1)과 같이 표현될 때, 상에서

이 홀수인 경우에 대한 곱셈 알고리즘은 다음과 같다.

   
 ⋯ 



(1)
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여기서,    는짝수
 는홀수 이며, ∈,

 ≤  ≤ 이다.

  이므로식 (2)와같이표현되며식 (1)에서최

고차 항의 계수 는 상에서 식 (3)를 성립시키기

위한 계수이다.

   
 ⋯ 

  

(2)

식 (2)를 최고차 항으로 정리하면 식 (3)과 같다.

 
  ⋯ 

 (3)

식 (3) 좌변의 에서 계수 는 유한체 성질에

의해 과 같으므로 식 (3)을 식(4)와 나타낼 수 있다.

  
  ⋯ 

 (4)

여기서 ∈이다.

두 다항식을 곱셈하였을 때 보다 큰 차수들에 대한 연

산은 다음과같이수행되며, 먼저 에 대한식을구하면

식 (5)와 같다.

  ·


 

  ⋯ 




(5)

식 (5)에 식 (4)를 대입하면 식 (6)과 같다.

 
 

  ⋯ 



 ⋯



(6)

식 (6)을 정리하면 식 (7)과 같다.

   


 ⋯   


(7)

식 (7)에서   이되기위해서는식 (8)이 성립하

여야 한다.

    


 ⋯  
 

(8)

따라서 식 (8)을 만족하기 위한 각 항의 계수들을 나타내

면 식(9)과 같이 표현할 수 있다.

  (9a)

   (9b)

   (9c)

⋮

   (9d)

식 (9)이 성립되기 위한 ∈인 부터 까

지의 계수들을 구하는 과정은 다음과 같다.

[단계 1] 식 (9a)에서  이만족되기위해서는

 ,  이다.

[단계 2] 식 (9b)에서   이되기위해서단

계1에서구한  ,   을대입하면  이다.

[단계 3] 식 (9c)에서  이 되기 위해서

단계 2에서 구한  를 대입하면  이다.

[단계 4] 식 (9d)에서   이 되기

위해서 단계 1에서 구한  을 대입하면  

이다.

그러므로위의과정에서구한 ～의값을정리하면

식 (10)과 같다.

        ⋯    

(10)

따라서 의식 (7)은상수항 만 1이고, 나머

지 항의계수들은모두 이되어 은식 (11)과같이

된다.
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  ·  (11)

식 (11)을 이용하여 , , ⋯,, ⋯,

를 구하면 다음의 결과를 얻을 수 있다.

 ·   (12a)

 ·  (12b)

⋮

  ·  (12c)

⋮

  · (12d)

가 유한체 상에서 차 기약 다항식의 근이라

할 때, 상의 두 원소인 곱셈 다항식 와 피곱

셈 다항식 는 식 (13)과 같이 표현된다.

  
  




  

 ⋯


  
  




   

  ⋯


(13)

여기서,  ∈이며,  ≤ ≤ 이다.

곱셈 알고리즘을 유도하기 위하여 다항식 , 

를 곱셈하면 식 (14)와 같다.

·  
 ⋯



· 
 ⋯



 
  




· 

  






(14)

두 다항식의 곱셈식인 (14)를 로 놓으면, 식 (15)

와 같이 표현할 수 있다.

  
 ⋯



 
  




 (15)

식 (15)를차항을기준으로 2개의항으로나누어정리

하면 식 (16)과 같다.

  
  



 
 

 



 
 (16)

식 (16)의 두 번째 항 
 




는 식 (13)과 식 (14)을

이용하여 
  



 
로 표현할 수 있으며, 식 (16)은 식

(17)과 같이 쓸 수 있다.

  
  




 

  



 
 (17)

식 (17)에서 항을따로빼서정리하면식 (18)과

같이 쓸 수 있다.

  
  




  

  
  



 


 
  



   
 

 (18)

식 (18)에서   ,  이라 놓으

면 식 (19)와 같이 표현된다.

  
  




 

  
  




 (19)

2.1.2 GF(3m)상에서 이 짝수인 곱셈 알고리즘

앞 절에서는유한체 상에서 이 홀수일경우에

대하여 모든 항의 계수가 이 아닌 기약다항식에 대한 원소

인 두 다항식의 곱셈 알고리즘을 제시하였다. 이절에서는

에서 이짝수일경우에대한곱셈알고리즘을제

시한다.

유한체 상에서모든항이존재하는기약다항식이

식 (1)과 같이 표현될 때, 상에서 이 짝수인 경

우에 대한 곱셈 알고리즘이 성립한다.
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   
 ⋯ 



(20)

여기서,    는홀수
 는짝수 이며, ∈,

 ≤  ≤ 이다.

두 다항식을 곱셈하였을 때, 보다 큰 차수들에 대하여

알아보기 위하여 먼저 에 대한 식을 구하면 식 (6)과

식 (7)와 같다. 식 (7)을 다시 쓰면 식 (21)과 같다.

   


 ⋯   


(21)

여기서, 이 짝수인 경우에 성립할 수 있는 조건을 구하

기 위하여  로 놓으면, 식 (21)은 식 (22)과 같이

표현된다.

   


 ⋯   
 

(22)

따라서 식 (22)을 만족하기 위하여 각 항의 계수들은 식

(23)과 같이 계산된다.

  (23a)

  (23b)

  (23c)

⋮

   (23d)

식 (23)이성립되기위한 ∈인 부터 까

지의 계수들을 구하는 과정은 다음과 같다.

[단계 1] 식 (23a)에서  가 되기 위해서

 ,  이다.

[단계 2] 식 (23b)에서   이되기위해서

단계1에서구한  ,   을대입하면  이다.

[단계 3] 식 (23c)에서   이 되기위해서

단계 2에서 구한  를 대입하면  이다.

[단계 4] 같은방식으로대입하여구하면  이다.

그러므로 위의 과정에 의해 구한 ～의 값을 정리

하면 식 (24)와 같다.

        ⋯    

(24)

따라서 의식 (22)는 상수 항 만 2이고, 나

머지 항의계수들은모두 이되어 은식 (25)와같

이 된다.

  ·  (25)

식 (25)을 이용하여 , , ⋯,, ⋯,

를 구하면 다음과 같이 상에서 이 짝수인

경우는 홀수인 경우의 우변에 모두 2가 곱해진다.

  ·  (26a)

  ·  (26b)

⋮

  · (26c)

⋮

 ·  (26d)

두 다항식 식 (13)의 곱셈식인 식 (16)의 두 번째 항


 




는식 (35)와 식(26)을 이용하여 

  



 
로

표현할 수 있으며 식 (27)과 같이 나타낼 수 있다.

  
  




 

  



 
 (27)

식 (27)에서  항을 따로 빼서 다시 정리하면 식

(28)과 같이 쓸 수 있다.
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  
  




  

  
  



 


 
  



  
 

 (28)

식 (28)에서   ,  이라 놓

으면 식 (29)와 같이 상에서 이 홀수인 경우의

곱셈 알고리즘의 곱셈식과 같은 형태로 표현된다.

  
  




 

  
  




 (29)

III. GF(3m)상의 곱셈기 설계

이 장에서는 앞장에서 제시한  상의 곱셈 알

고리즘을 이용하여 이 홀수인 경우와 짝수인 경우에 대한

 상의 곱셈기를 구성한다.

3.1 GF(3m)상에서 이 홀수인 곱셈기

상에서  인 경우의 곱셈 다항식 와

피곱셈 다항식 은 식 (30)과 같이 표현된다..

  
  




  

 
 



  
  




  






(30)

두 다항식 , 를 곱셈하면 식 (31)과 같다.

·  
  




 · 

  






  
 

 


· 
 

 


(31)

여기서, ∈이다.

두 다항식 , 의 곱셈한 식 (31)의 결과는 식

(32)와 같다.

  
  






 
 




(32)

식 (32)에서 계수항 만을 정리하면 식 (33)과 같다.

     

     

      (33)

     

     

상에서  인 홀수의 두 다항식의 곱셈연산

결과는 식 (33)과 같으며, 식 (33)을 수행하는 곱셈기를 설

계하면 다음과 같다.

상에서   홀수일 경우의 곱셈기를 구성하

기 위해서 1개의 2입력 mod 덧셈 게이트와 1개의 2입
력 mod 곱셈 게이트를이용하여기본 셀을 구성하였다.
기본 셀의 회로와 기호를 그림 1에서 보였다.

그림 1의 셀의 회로는 식 (34)를 수행하며, 와 는각

각 곱셈 다항식 와 피곱셈 다항식 의 계수들을

의미한다.

   ⊕ · mod (34)

ia

ia

ibib

id

1+id

ia

ib

ia

ib

id

1+id

),( jic

(a) (b)

그림 1. 상에서m이홀수인곱셈기의기본셀,
(a) 회로 (b) 기호

Fig. 1. The basic cell of multiplier with odd m on

,
(a) circuit (b) symbol

그림 1에서 는 셀의 입력으로서 앞단 셀의 출력이며

은셀의출력을의미한다. 그림 2는 기본셀들을이용하
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여 상의 곱셈기를 구성한 회로이다. 그림 2에서

～는곱셈다항식 에대한각항의계수들을의미

하며, ～는피곱셈다항식 에대한각항의계수들

을 의미한다. 최하단의 ～는 곱셈결과에 대한 각 항의

계수이다. 최상단에 위치한 셀들에 입력되는 0은 셀에 대한

초기 값이다.

그림 2. 상의제안된곱셈기

Fig. 2. The proposed multiplier on 

3.2 GF(3m)상에서 이 짝수인 곱셈기

상에서  인 경우의 곱셈 다항식 와

피곱셈 다항식 가 식 (35)와 같이 표현될 때,

상에서 두 다항식 와 를 곱셈하면 식

(36)과 같다.

  
  




 

 


  
  




   

 
 (35)

여기서, ∈이며, ≤ ≤이다.

  
  






  
 



(36)

식 (36)에서 계수항 만을 정리하면 식 (37)과 같다.

    

   

     (37)

    

식 (36)의 곱셈알고리즘을이용하여  이짝수일때

의 상의 곱셈기를 설계한다. 의 곱셈기를

설계하기 위하여 그림 3과 같이 이 짝수인 곱셈기의 기본

셀을구성하였다. 그림 3의기본셀은 이홀수일때의그림

1과 비교해볼때 와 의 위치가바뀌면서대각선의방향

이 우측에서 좌측으로 내려가는 형태임을 알 수 있다.

ib

ia

id

1+id

ia

ib

C(i,j)

ib

ia

id

1+id

ia

ib

(a) 회로 (b) 기호

그림 3. 상에서이짝수인곱셈기의기본셀,
(a) 회로 (b) 기호

Fig. 3. The basic cell of the multiplier with even m on

,
(a) circuit (b) symbol

그림 4는 이 짝수인경우에대하여제시된곱셈알고리

즘을 이용하여 구현한 에서의 곱셈기 구성도이다.

그림 4의 곱셈기에서 기본 셀 사이에 있는 3개의 상수 2는

이 짝수일 경우에 대한 곱셈 알고리즘을 구현할 때 3치에

따른 식 (37)에서의 값이다.
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그림 4. 상의제안된곱셈기

Fig. 4. The proposed multiplier on 

Ⅳ. 성능 비교

본 논문에서는 유한체 상에서 모든 항의 계수가

이 아닌 기약다항식의 두 원소를 곱셈하는 새로운 곱셈 알

고리즘을제시하였다. 제시된곱셈알고리즘을이용하여모듈

구조의 병렬 입-출력 곱셈기를 구성하였다. 제시된 곱셈기는

Wang[12], Wei[13], Lee[8] 그리고 Kim[9] 등의논문들

과 곱셈기의 구성형태, 각 셀당 사용된 게이트수, 곱셈기에

사용된 전체 게이트 수, 그리고 셀당 지연시간, 전체 지연시

간 등에 대하여 비교하였다.

전체 mod 곱셈 게이트의 수는 이 증가함에 따라

Wang과Wei의 곱셈기는 과 으로증가하나 Lee의

첫 번째 곱셈기와본논문의곱셈기에서는 으로증

가하며, Lee의 두 번째 곱셈기에서는 출력단에 1개씩 더 사

용하므로 로 증가한다. Kim의 곱셈기는

로 증가한다.

mod 가산 게이트의 전체 개수는 이 증가함에 따

라 Wang의 곱셈기에서는 으로증가하며, Wei가 제안한

곱셈기에서는 3입력 mod 가산게이트를하나더사용하
므로 으로 증가한다. Kim의 곱셈기는 로

증가한다. Lee의 첫 번째 곱셈기와 본 논문의 곱셈기에서는

으로 증가하며, Lee의 두 번째 곱셈기에서는 출력

단에 1개씩 더 사용하므로 로 증가한다.

셀당 래치의사용개수는Wang의 곱셈기에서는 7개씩사

용되었으며, Wei의 곱셈기는 10개, Lee의 첫 번째곱셈기에

서는 3개, 두 번째 곱셈기에서는 4개가 사용되었다. Kim의

곱셈기는 12개 사용되었다. 일반적으로 회로가 클럭에 의해

동작할경우회로동작의안정을위하여래치를사용하나, 본

논문에서는 곱셈결과를 얻기 위하여 최종결과가 출력될 때까

지를 하나의 클럭으로 동작한다.

셀당 지연시간은 Wei, 그리고 Lee의 첫 번째 논문에서는

  이며, Wang과 본 논문의 곱셈기에서는

 이며, Lee의 두 번째 논문에서는  이다.

전체 지연시간에 있어서는 Wang, 그리고 Wei의 곱셈기는

시간이 필요하며, Kim은   시간이 필요하

다. Lee와본논문의곱셈기는 의전체지연시간이필

요하다.

표 1은 병렬 입-출력 곱셈기들의 비교를 보인 것이다. 본

논문에서는 셀에 래치를 사용하지 않았으며 셀당 게이트 수

및전체게이트의수를비교해 볼때, 가장 낮은복잡성을갖

는다. 또한본논문의곱셈기는셀당지연시간과전체지연시

간도 비교 논문들 중 가장 낮다.

승산기

항목
Wang[12]

Wei

[13]]
Lee[8] (1)

전체 게이트 수(개)

2 입력 곱셈 게이트

2 입력 가산 게이트

3 입력 가산 게이트

1 비트 래치

4m2

0

m2

7m2

3m2

m2

m2

10m2

(m+1)2

(m+1)2

0

≈4(m+1)2

셀당 지연시간 TA+TX TA+3TX+2TL TA+TX+TL

전체 지연시간 3m 3m m+1

승산기

항목
Lee[8] (2) Kim[9] This paper

전체 게이트 수(개)

2 입력 곱셈 게이트

2 입력 가산 게이트

3 입력 가산 게이트

1 비트 래치

(m+1)2

(m+1)(m+2)

0

≈5(m+1)2

4m(m-2)

4m(m-2)

0

3(m-2)2

(m)2

(m)2

0

0

셀당 지연시간 TX+TL TA+TX+2TL TA+TX

전체 지연시간 m+1 m/2+2 m+1

표 1. 고속병렬입-출력곱셈기의비교
Table 1. The comparison for high-speed parallel

input-output multipliers.

[주] TA = 2 입력 AND 게이트의지연시간
TX = 2 입력XOR 게이트의지연시간
3TX = 3 입력XOR 게이트의지연시간
TL = 래치의 지연시간
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V. 결 론

본 논문에서는 유한체 상에서 모든 항에 0이 아

닌계수가존재하는기약다항식에대하여 이홀수및짝수

인 경우인 상의 곱셈 알고리즘을 제시하였으며, 제

시된 곱셈 알고리즘을 이용하여 고속의 병렬 입-출력 모듈구

조의 곱셈기를 설계하였다.

본 논문에서 제안한 상의 곱셈 알고리즘에 의한

곱셈기의 설계는 개의 동일한 셀로 설계되었으며,

기본 셀은 1개의 2입력 mod 가산 게이트와 1개의 2입
력 mod 곱셈게이트로구성하였다. 상에서 

이짝수인경우의 곱셈기는 회로구성에있어서 이홀수인

경우와비교해볼때, 곱셈기의 해당하는셀아래위치에 2값

을곱해주어야 하므로 이 홀수인경우와는다르게대각선

연결선의 방향은 우측에서 좌측으로 내려가는 방향으로 설계

하였다.

본논문에서 제시된 곱셈기는 클럭이 필요하지않고 개

의 mod 가산 게이트 소자 지연시간과 1개의 mod
곱셈게이트소자의지연시간만을필요로한다. 또한 셀에 래

치를사용하지않았으므로회로가간단하며, 셀당 게이트 수

는 2개, 곱셈기에 사용된전체게이트의수는 로서

비교논문들중에가장적은수의게이트가사용되었다. 또한

셀 당 지연시간도  로서 가장 적으므로 곱셈기의 전

체 지연시간도 적다. 본 연구에서 구성한 곱셈기는 규칙성과

셀 배열에 의한 모듈성을 가지므로 확장이 용이하며 VLSI회

로 실현에 적합할 것이다.
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