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요약

본 논문에서는 3차원 물체의 외형 특징이 되는 곡률을 추정해내는 GPU (Graphics Processing Unit) 기반 알고리즘

을 제안한다. 곡률은 3차원 물체의 간략화, 메쉬 분할 등과 같은 기하학적 모델링 분야에서 매우 유용한 수치이다. 그

러나 그래픽스 기술의 발달로 대용량의 3차원 물체들이 응용 프로그램에서 사용되고 데이터 용량에 비례하여 곡률을 

추정하는 계산 시간도 증가하게 되었다. 만약 실시간으로 곡률을 추정해야 하는 응용 프로그램의 경우, 3차원 물체의 기하

학 정보를 모두 메인 메모리에 올려놓고 CPU에서 계산하게 되면 심각한 속도 저하를 가져올 수 있다. 본 논문은 곡률 추정을 

위한 계산 시간을 단축시키기 위해, CUDA (Compute Unified Device Architecture)를 사용하여 꼭지점마다 수행되는 

주요 계산 과정을 GPU에서 병렬로 수행하도록 구현하였다. 기존의 곡률 계산 방법보다 훨씬 빠른 수행 결과를 보인

다.

GPU Based Algorithm for Estimating Curvatures

Sun-Jeong Kim*

ABSTRACT

This paper proposes the GPU (Graphics Processing Unit) based algorithm for estimating curvatures which is one of 
properties of the shape of 3D objects. In geometric modeling, curvatures are very useful metrics for mesh simplification, mesh 
segmentation, and so on. Nowadays the advanced techniques for computer graphics let many applications use huge amounts of 
graphic data, so that the computing time for estimating curvatures of such a huge graphic object becomes to increase. If an 
application which requires real-time estimation of curvatures will perform the computation in the CPU with the main memory 
where are all geometry information of a 3D object, it must make the system to slow down. In this paper, to decrease the 
computing time for estimating curvatures, some crucial computing parts for each vertex are implemented in the GPU using 
CUDA (Compute Unified Device Architecture). The results show that the proposed algorithm is definitely faster than previous 
methods.
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Ⅰ. 서  론 

다양한 3차원 그래픽 모델들이 많은 응용 프로그램

에 사용되면서, 3차원 물체들의 기하학적인 분석이 요

구되기 시작했다. 예를 들어 특징 추출, 필터링, 인덱

싱과 같은 알고리즘에서 3차원 모델의 기하학적 데이

터와 함께 곡률과 같은 미분 기하 정보도 중요한 요소

로 등장하게 되었다. 3차원 물체의 외형에서 법선 벡

터와 곡률과 같은 미분 기하 정보는 순수 컴퓨터 그래

픽스 외에도 신호 처리 분야에서 컨텍스트로 사용되

고 있다.

3차원 모델이 이미지나 비디오와 같은 데이터 타입

과 가장 큰 차이점은 불규칙하게 샘플링된 데이터라

는 점이다. 3차원 표면 위에 꼭지점들은 불규칙적으로 

분포되어 있고, 특별한 경우를 제외하고는 모든 꼭지

점의 연결성(모서리로 연결된 이웃 꼭지점의 개수)도 

동일하지 않다. 그러므로 불규칙적인 삼각형의 크기

와 모양으로 구성된 메쉬에 대해서도 곡률 추정 알고

리즘이 견고해야지만 유용할 것이다. 

실시간으로 곡률을 추정해야 하는 응용 프로그램의 

경우, 3차원 물체의 기하학 정보를 메인 메모리에 올

려놓고 CPU에서 계산하는 방법에는 한계가 있기 때

문에, GPU 메모리를 사용하는 GPU 프로그래밍의 이

용이 점차 증가하고 있는 추세이다. 본 논문에서는 3

차원 메쉬의 곡률을 빠르게 추정하는 GPU 알고리즘

을 제안한다.

Ⅱ. 관련 연구

3차원 표면의 곡률은 오래전부터 메쉬 간략화

[1], 텍스쳐 합성 및 외형 표현[2], 비사실적 렌더링

에서 윤곽선 추출[3] 및 라인 드로잉[4] 등과 같은 

컴퓨터 그래픽스의 많은 분야에서 사용되어 왔다. 

이러한 곡률 추정 방법은 3차원 메쉬가 미분 가능

한 부드러운 표면을 표현하고 있다는 가정 하에 

수행된다.

3차원 곡률 표현은 여러 가지가 있다. 그 중 

normal curvature 은 법선 벡터를 포함하는 평

면으로 3차원 표면을 잘랐을 때 생기는 2차 곡선

에 가장 잘 근사하는 원의 반지름의 역수를 뜻한

다. 이런 normal curvature는 잘라내는 평면에 따

라 다양하지만, 부드러운 곡면에서는 다음과 같은 

수식을 만족한다.

     

  




여기서 (s, t)는 탄젠트 평면에서의 직교 좌표계를 

표현하는 단위 벡터이다. 행렬 Π는 대칭행렬로 

Weingarten 행렬 또는 2차 fundamental tensor이

며, 다음과 같이 표현될 수 있다.

  ′ ′  
′
′ ′  ′

여기서 과 는 기본 곡률(principal curvatures)

이고 (s‘, t’)는 기본 곡률 방향(principal directions)

으로 곡률이 최댓값과 최솟값을 가질 때 normal 

curvature의 (s, t)를 뜻한다. 이 기본 곡률은 컴퓨

터 그래픽스에서 remeshing, smoothing, 메쉬 분할 

등과 같은 여러 분야에서 사용되고 있다. 이러한 

기본 곡률을 추정하는 방법은 매우 많으나 3종류

로 나누어 볼 수 있다.

2.1 Patching Fitting 방법

이 방법은 로컬 영역에 있는 꼭지점 데이터를 

이용하여 분석 가능한 표면(특히 다항식)으로 근사

함으로써 3차원 표면의 곡률을 분석한다. 만약 부

드러운 표면에 꼭지점들이 놓여 있다면 이 방법으

로 정확한 곡률 계산이 가능하다[5]. 그러나 불안정

한 degenerate한 곳엔 꼭지점들이 놓여 있으면, 표

면 근사가 부정확하거나 불가능하므로 곡률 계산
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도 힘들어 진다. 그러나 만약 점 데이터가 존재하

고 꼭지점마다 fitting 방법을 이용하여 법선 벡터

를 추정한다면, 이런 degenerate 경우를 피할 수 

있고 정확도도 높일 수 있다[6].

2.2 Normal Curvature 기반 방법

우선 각 꼭지점에 연결되어 있는 모서리들의 방

향으로 normal curvature를 추정하고, 그 normal 

curvature들을 사용하여 2차 fundamental tensor를 

찾는다. 일반적으로 점 pi에서 pj 방향으로 normal 

curvature를 계산할 때 다음과 같은 수식을 사용한

다.

  
⋅  

만약 점 pi에서 이웃 pj로 향하는 모서리들이 균

일하게 모든 방향으로 분포한다면, 기본 곡률은 




    의 eigenvalue들로 구할 

수 있다[7]. 그러나 일반적인 3차원 모델은 모서리

의 방향들이 균일하지 못하기 때문에, 다른 보완적

인 방법으로 을 샘플링하고 least square를 이용

하여 fitting 시키거나[8], 비슷한 fitting 방법을 사

용하여 평균 곡률     과 가우시안 

곡률   을 추정하는 방법[9]을 사용한다. 

그러나 이 방법도 patch fitting 방법과 마찬가지로 

불안정하다는 단점을 여전히 가지고 있다.

2.3 Tensor Averaging 방법

폴리곤 메쉬의 작은 영역에 대해 curvature ten-

sor의 평균을 계산하는 방법[10]이다. 편평한 하나

의 삼각형 위와 모서리 직선 위에서는 곡률이 0이

지만 Voronoi 영역과 같은 곳에서 곡률의 평균은 

0이 아니다. Curvature tensor의 평균을 구하는 방

법은 잘 정의되어 있고 안정적이지만, 작은 삼각형

들이 너무 밀집되어 있는 곳에서는 오류가 발생할 

수 있을 수 있다.

Ⅲ. 본  론  

기존 연구에서 Rusinkiewicz[11]은 CPU에서 곡

률을 계산하였고, 최근 들어 Griffin et al.[12]은 

Rusinkiewicz의 계산법을 GPU에서 구현하였다. 본 

논문에서는 Griffin et al.에서 사용된 곡률의 병렬 

계산 구조를 따라하되, 보다 정확한 곡률 계산을 

위해 다른 곡률 계산법을 사용한다. Rusinkiewicz

의 제안 방법은 각 삼각형 마다 곡률을 계산하기 

위해 모서리로 연결된 꼭지점의 법선 벡터의 방향 

차이에 대한 선형 제약조건을 만들고 이를 least 

square로 풀었다. 그리고 이렇게 계산된 삼각형의 

곡률들을 가지고, 한 꼭지점에 연결된 삼각형들의 

곡률을 평균 내어 꼭지점의 곡률로 사용하였다. 그

러나 본 논문에서는 삼각형의 곡률들을 평균 내어 

꼭지점을 곡률을 추정하는 tensor averaging 방법

보다는, 직접 꼭지점의 곡률을 추정하는 patching 

fitting 방법과 normal curvature 기반 방법을 사용

하여 정확한 곡률을 계산한다. Patching fitting 방

법으로는 MLS(moving least square)를 이용한 

local fitting 방법을 구현하고, normal curvature 기

반 방법으로는 이산 곡률 추정 방법을 구현한다.

3.1 이산 곡률 추정 방법

이산 곡률 추정 방법은 원칙적으로 부드러운 곡

면에서만 계산되는 곡률을 이산적인 메쉬에서 추

정할 수 있도록 만든 방법으로 꼭지점의 가우시안 

곡률 K와 평균 곡률 H를 다음과 같은 공식을 사용

하여 계산할 수 있다.
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 

 

 



  
 

  



  
 
 

 



여기서 αi는 삼각형의 내각, βi는 이면각, Ai는 삼

각형의 면적, ei는 모서리를 뜻한다(<그림 1>).

<그림 1> 이산 곡률 추정을 위한 내각 αi 와 이면각 βi

<Fig. 1> Angle αi and dihedral angle βi for discrete 

curvature estimation

3.2 MLS를 이용한 미분 곡률 추정 방법

주곡률(principal curvatures)를 추정하기 위해 

한 꼭지점 주위의 이웃점들을 이용하여 MLS를 

local fitting 시킨 다음, MLS 다항식을 미분하여 

주곡률의 방향과 최대/최소 곡률을 추정한다. 한 

꼭지점과 k개의 이웃점을 이용하여, 탄젠트 평면을 

도메인으로 하는 n차 다항식 평면을 찾아 fitting 

시키는 방법으로 빠르게 수행하는 반면 좋은 품질

을 나타내 포인트 렌더링과 같은 알고리즘에 많이 

사용되었다. 그 수식은 다음과 같다.

∑
p∈P v

∥ q v(Π H(p))- p∥
2 e

-
∥ p- v∥

2

h 2

여기서 h는 꼭지점 v로부터 MLS 근사가 영향을 

주는 범위로 h=
πR 2

n
 이다. R은 꼭지점 v를 

중심으로 Pv의 원소들을 포함하는 경계 구의 반지

름이고, n은 Pv의 원소 개수이다. ΠH는 꼭지점 v를 

원점으로 하는 참조 평면 H로의 직교 투영시키는 

함수를 뜻한다(<그림 2>). 

<그림 2> MLS 투영

<Fig. 2> MLS Projection

3.3 GPU 프로그래밍

GPU 기반 곡률 추정 알고리즘은 CUDA를 아용

하여 구현되었다. <표 1>과 같은 7단계로 구성되어 

있으며, 각 단계는 병렬로 처리되었다.

<표 1> 제안 알고리즘의 단계

<Table 1> The steps of proposed algorithm

단계 1
삼각형마다 법선 벡터를 계산

(면적도 함께 계산)

단계 2
꼭지점마다 법선 벡터를 계산

(이웃하는 삼각형들의 법선 벡터의 평균)

단계 3 꼭지점마다 이산 곡률 추정

단계 4 꼭지점마다 k개의 이웃점을 모음

단계 5
꼭지점마다 local fitting을 위한 로컬 좌표계 변환 

수행

단계 6 꼭지점마다 MLS의 local fitting 수행

단계 7
꼭지점마다 주곡률과 주곡률 방향을 계산

(MLS의 basis 방향과 다항식 미분)

각 단계는 다른 단계들과 독립적이며 이전 단계
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가 끝난 다음에 다음 단계가 수행된다. 꼭지점을 

기본 단위로 계산하는 단계는 독립적이라 잠금 기

능이나 동기화가 없어도 가능하나, 삼각형을 기본 

단위로 계산하는 단계(예: 면적의 합이나 면 법선 

벡터의 평균)에서는 데이터를 쓰는 도중 다른 쓰레

드가 접근하지 못하게 하는 잠금 기능과 모든 쓰

레드가 계산 완료하기를 기다리는 동기화 기능이 

필요하다.

간단히 설명하면, 이산 곡률 추정 방법에서는 쓰

레드를 이용하여 삼각형의 속성(예: 법선벡터, 면

적)을 병렬로 계산한 다음, 각 꼭지점의 가우시안 

곡률과 평균 곡률을 역시 병렬로 계산한다. MLS 

미분 곡률 방법에서는 이산 곡률 추정 방법과 동

일하게 우선 삼각형의 속성을 병렬로 계산한 다음, 

꼭지점의 속성(예: 법선 벡터, 탄젠트 평면의 좌표

계, 이웃하는 점들의 집합)을 병렬로 계산한다. 그

리고 각 꼭지점마다 MLS 다항식을 병렬로 계산한 

다음, 다항식을 미분하여 기본 곡률을 계산한다.

Ⅳ. 실험 결과

<그림 3>은 이산 곡률 추정 방법에 대한 결과 그림이

다. 기본 곡률의 평균인 평균 곡률은 모서리(edge)를 

잘 표현하고, 기본 곡률의 곱인 가우시안 곡률 코너

(corner)를 잘 표현한다. 이 두 곡률을 잘 이용하면, 

3차원 모델의 외형 특징을 잘 추출해 낼 수 있다.

(a) Stanford bunny 모델

(b) Hand bone 모델

(c) Venus 모델

(d) Happy buddha 모델

(e) Fan disk 모델

(f) Saddle 모델

그림 3. 이산 곡률 추정 결과 (좌: 원본 모델, 중앙: 

가우시안 곡률, 우: 평균 곡률) (파란색: 양의 곡률값, 

빨간색: 음의 곡률값)
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Fig. 3. Results of estimating discrete curvatures 

(left: original model, middle: Gaussian curvature, 

right: mean curvature) (blue: positive curvatures, red: 

negative curvatures)

(a) Hand bone 모델

(b) Golf club 모델

(c) Venus 모델

(d) Horse 모델

그림 4. MLS 미분 곡률 추정 결과 (좌: 원본 모델, 중앙: 

최대 곡률, 우: 최소 곡률) (파란색: 양의 곡률값, 빨간색: 

음의 곡률값)

Fig. 4. Results of estimating MLS differential 

curvatures (left: origianl model, middle: maximum 

curvature, right: minimum curvature) (blue: positive 

curvatures, red: negative curvatures)

(a) Stanford bunny 모델

(b) Fan disk 모델

(c) Saddle 모델

그림 5. MLS 미분 곡률 추정 결과 (좌: 최대 곡률, 중앙: 

최소 곡률, 우: 주곡률 방향) (파란색: 양의 곡률값, 

빨간색: 음의 곡률값, 초록색/파란색 화살표: 최대/최소 

곡률의 방향)

Fig. 5. Results of estimating MLS differential 

curvatures (left: maximum curvature, middle: 

minimum curvature, right: directions of principal 

curvatures) (blue: positive curvatures, red: negative 

curvatures, blue/green arrows: directions of 

maximum/minimum curvatures)

<그림 4>와 <그림 5>는 MLS를 이용한 미분 곡률 

추정 방법에 대한 결과이다. Local fitting된 MLS 다항

식을 미분하여 얻은 기본 곡률의 결과를 나타낸다. 기

본 곡률은 주어진 꼭지점의 최대 곡률과 최소 곡

률로 가우시안 곡률과 평균 곡률과 마찬가지로 3

차원 모델의 외형 특징을 잘 유추해낼 수 있고, 

<그림 5>에서 보는 바와 같이 기본 곡률 방향을 

이용하여 parameterization이나 texture mapping을 
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수행할 수 있다.

표 2. CPU vs. GPU 수행시간 비교

Table 2. Comparison with processing time in CPU vs. 

GPU

모델명

꼭지점 / 

삼각형 

(개)

CPU 계산 

시간 

(ms)

GPU 계산 

시간 

(ms)

GPU 

메모리 

사용량 

(KB)

Happy 

buddha

543,652 / 

1,087,716
803 75.7 72,213

Dragon
437,645 / 

871,414
631 59.3 54,614

Hand 

bone

327,323 / 

654,666
449 34.9 35,801

Golf Club
209,779 / 

419,554
330 42.0 24,583

Venus
134,345 / 

268,686
215 28.2 15,218

Teeth
116,604 / 

233,204
185 24.5 13,208

Rabbit
67,039 / 

134,074
101 14.1  7,332

Horse
48,485 / 

96,966
 68  9.2  6,249

Stanford 

bunny

34,834 / 

69,451
 51  7.4  3,804

Fan disk
6,475 / 

12,946
  8  1.3   657

<표 2>는 곡률 추정을 위해 CPU와 GPU에서 

수행된 시간을 비교한 것으로, 예측했듯이 모델 데

이터의 양이 크면 클수록 GPU에서 계산 시간이 

CPU에서의 계산 시간의 약 10% 밖에 걸리지 않는

다는 것을 알 수 있다. GPU 프로그램은 NVIDIA 

GTX 480 그래픽 카드에서 CUDA 4.0으로 구현되

었으며, GTX 480의 compute capability는 버전 2.0

이며 15개 multiprocessor를 가지고 있다. CPU 프

로그램은 Intel(R) Core(TM) i7 프로세서에서 12GB 

RAM 환경에서 구현되었다. CPU와 GPU에서의 곡

률을 계산하는 수행 시간의 비교 수치는 10회 이

상 곡률 계산의 수행 시간을 측정하여 평균을 구

한 값이다. 두 프로그램의 계산 결과는 거의 비슷

하나, 복잡한 모델의 경우 소수 뒷자리 부분에서 

차이를 보인다. 이는 GPU는 GFLOP (giga floating 

point per operation)기능으로 보다 정확한 소수점 

계산이 수행 가능하기 때문으로 유추된다.

Ⅴ. 결론 및 향후 연구

본 논문에서는 GPU 기반 곡률 추정 알고리즘을 제

안하였다. 가우시안 곡률과 평균 곡률을 구하기 위해

서는 이산 곡률 추정 방법과 주곡률 방향을 구하기 위

해서는 MLS 미분 곡률 방법을 사용하였다. 특히 빠른 

곡률 추정을 위해 CUDA를 이용하여 주요 계산 부분

을 GPU에서 병렬로 처리함으로써 속도 개선을 가져

올 수 있었다.

향후 연구로는 GPU에서 계산된 곡률의 정확도를 

좀 더 높이기 위해 계산 순서의 최적화에 대해 연구하

고, 이렇게 계산된 곡률을 메쉬 분할이나 비사실적 렌

더링 분야에 응용할 것이다.
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