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A B S T R A C T

This study describes the symmetrical properties and root calculations of generalized tangent polynomials 
following the study of the generalized tangent polynomials using the characteristics of numbers. The 
generalized tangent polynomial has the relational characteristics of the number of Genocchi and the 
polynomial of Genocchi, and the number of Euler and the polynomial of Euler. In this study, the 
symmetrical properties of generalized tangent polynomials are demonstrated by dividing them into three 
parts. This study also uses the Mathematica software program to approach numerically. The results of 
symmetrical properties are identified by graphs and figures through the Mathematica software program. 
Next, the calculation of root for generalized tangent polynomials is taken, for example, when the 
generalized tangent polynomial index is 3. The calculation of root of generalized tangent polynomial is 
shown by tables and graphs through the Mathematica software program. In this study, the symmetrical 
properties and root calculations of generalized tangent polynomials were conducted through the 
Mathematica software program. As a result, two guesses were possible in this study. The first 
generalized tangent polynomial would be a function of reflective substitution analytical plurality, and the 
second generalized tangent polynomial would have real zeros. Looking forward to a numerical approach 
using the Mathematica software program in the field of generalized tangent polynomial research, this 
study concludes.
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1. 서 론

일반화된 탄젠트 다항식은 제노찌 수와 다항식, 

오일러 수와 다항식과의 관계적인 특성을 갖고 있

다.[1]   ∈ℂ이고 이 음이 아닌 정수 일 

때, 탄젠트 다항식의 정리는 (1)식이다.



   

 



 

       (1)

(1)식과 탄젠트 다항식의 생성함수를 이용하여 

(2)식으로 증명할 수 있다. 이어서 ∈ℕ∪일 

때, (3)식을 도출할 수 있다. 


 

∞


 


   

 


  

 
 

∞



 
  

∞




 
 

∞


 



 




            (2)



   


           (3)

다음으로 탄젠트 다항식과 제노찌 및 오일러 다

항식의 관계는 치환법을 사용하여 나타낼 수 있다. 

≥ ∈ℕ ,    


일 때, 

제노찌 다항식과 탄젠트 다항식의 관계에 대한 정

리는 (4)식과 같다.[2]



  

 



 

× 
⋯ 
   

⋯ 

 ⋯ 
       (4)

(4)식은 제노찌 다항식과 탄젠트 다항식의 관계

에 대한 정리이며, 생성 함수의 성질을 이용하여 

증명할 수 있다. (5)식에서    


이라 할 때, (6)식으로 나타낼 수 있고 차수로 확

장이 가능하다. 따라서  ≥ 일 때, (7)식을 도출

할 수 있다.


 


 
 

∞



 


  


 
 

∞

 




           (5)


 


 
 

∞



                (6)

  
 



 
 

∞


⋯   

×⋯ 

 ⋯ 
                (7)

(5)식부터 (7)식을 바탕으로 일반화된 탄젠트 다

항식을 추론하면 (8)식과 같다.

  
 



  
 

∞


 



 

× 
⋯ 
   

⋯ 

 ⋯ 


    (8)

   


에 의해서 의 값

을 구하면 다음과 같다.
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        

  

      ⋯ 

     
 

 일 때, (9)식

을 도출할 수 있고 (10)식으로 정리할 수 있다.[3]

    

× 
⋯ 
   

⋯ 

 ⋯ 
       (9)

   


 


          (10)

   
 



  일 때, 

(10)식의 정리는 (11)식부터 (14)식으로 증명할 수 

있다. (11), (12)식으로 (13)식을 도출할 수 있다.

   

 


         (11)

  
 



  
 

∞



 


  



 
  

∞

 

      (12)

  
 



  
 

∞





          (13)

≥ ∈ℕ ,  ≥  ,   일 

때, 오일러 다항식과 탄젠트 다항식의 관계에 대한 

정리는 (14)식과 같다.[4]



  

 



 

× 
⋯ 
   

⋯ 

 ⋯ 
     (14)

(14)식을 증명하기 위해, (4)식과 생성 함수를 이

용하여 관계를 찾는다.   일 때, 생성 함수

의 특성은 (15)식과 같다.


 


 
 

∞




 
 

∞


 

 
 

∞

 

 (15)

(15)식의 생성 함수의 특성과 (4)식을 이용하여 

(16)식으로 정리할 수 있다.[5]

   

 

   (16)


  에 의해서 의 값을 구하

면 다음과 같다.

        
     ⋯ 

결과적으로,   이라는 것을 확인

할 수 있다. (16)식으로 일반화된 탄젠트 다항식 



과 오일러 다항식 

의 관계를 확

인할 수 있다.[6] 가 실수 혹은 복소수 매개변수

일 때, (17)식으로 정리할 수 있다. (17)식을 탄젠트 

다항식의 생성 함수로 변형하면 (18)식과 같다.
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

  


                  (17)


 

∞




   

 




 
  

∞



 

   (18)

(17), (18)식은 일반화된 탄젠트 다항식 



과 제노찌 다항식 
의 관계를 나타낸다. 

∈ℕ일 때, (19)식을 도출할 수 있다.



             (19)

(19)식을 일반화된 탄젠트 다항식 

의 생

성 함수를 이용하여 (20)식으로 증명할 수 있다.


 

∞





   
 






   

 




 

 
  

∞




 

 

 
  

∞


 
 




           (20)

본 논문의 구성은 1장에서의 다항식간 관계를 

이용하여 2장에서 일반화된 탄젠트 다항식의 대칭

성을 정의한다. 3장에서 일반화된 탄젠트 다항식의 

근을 조사하고 4장에서 결론으로 마무리한다.

2. 일반화된 탄젠트 다항식의 대칭성

2장에서는 복소수를 사용한 일반화된 탄젠트 다

항식의 새로운 대칭 결과를 연구한다. 대칭성을 연

구하기 위해서는 일반화된 탄젠트 다항식의 정의

가 필요하다. ∈ℂ일 때, 일반화된 탄젠트 다항

식 

은 다음과 같이 정의된다.


 

∞




   

 


        (21)

(21)식으로부터  가 홀수인 정수라고 할  

때, (22)식으로 정리할 수 있다.


 



   
  


 

  

  
 



× 
   

   
 

 
 



   
  


 

  

  
 



× 
   

   
 
   (22)

를 다음과 같이 정의하면, (22)식의 정리를 

증명할 수 있다.

 



     

    
 

 
  

   


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    
 






× 
 

  

 
  

 


×
 

 

  

 

 
 

  

   
 




  

 

× 
 

  

   
 




  

 

 
 

  

 
  

∞

  

 




× 
 

  

 
  

∞

  

 






     (23)

    
 






× 
 

  

 
  

 


×
 

 

  

 

 
 

 

 
  

∞

  

 




× 
 

  

 
  

∞

  

 






     (24)

(23), (24)식의 증명으로 정리된 식은 (22)식으로 

나타난다. (22)식의 정리에서   일 때, (25)식

의 따름정리를 확인할 수 있다.


 



   
  

 
 
 

× 

  

 
 
 



   
  

 
  

 

×  
        (25)

따라서 (22), (25)식을 통해 일반화된 탄젠트 다

항식은 정확히 대칭성을 갖고 있는 것으로 확인했

다. (26)식부터는  ∈ℕ∪일 때, 거듭제곱 

합의 다항식을 으로 정의하고 대안 거듭제

곱 합의 다항식과 일반화된 탄젠트 다항식의 관계

에 대해 확인한다.

  
 

 

 

            (26)

≥ 일 때, 과 

의 관계는 (27)

식으로 정리하고 (28)식으로 증명이 가능하다.

  
 
      (27)


 

∞

   


   
  


 

  



 
 

 

 
  

∞



                 (28)

(21), (26)식의 정의를 통해서 대안 거듭제곱 합

의 다항식 과 일반화된 탄젠트 다항식 



간의 대칭관계를 확인할 수 있다. 또한 
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가 홀수인 정수라고 할 때, (29)식으로 정리

할 수 있다.


 



  
  



× 
  



     
 

  

 
 



  
  



× 
  



     
 

  

(29)

를 다음과 같이 정의하면, (29)식의 정리를 

증명할 수 있다.

 



   

  
 

   
  

   



    
 






× 
 

  

 
   

 
  




 
 

∞

 






  

∞
  




× 
 

∞

  






 
 

∞


  



  
  

×


  



       
 






(30)

    
 






× 
 

  

 
   

 
  




 
 

∞

 






  

∞
  




× 
 

∞

  






 
 

∞


  



  
  

×


  



       
 






(31)

(30), (31)식의 증명으로 정리된 식은 (29)식으로 

나타나고, (29)식의 정리는 계수 비교 방법을 통해 

일반화된 탄젠트 다항식의 대칭성을 확인할 수 있

다. 또한  가 홀수인 정수라고 할 때, (32)식

으로 정리할 수 있다.

 
 



    
  



× 
 

  

  
 


 

 
 
 



   
  



× 
 

  

  
 


 

 
(32)

를 다음과 같이 정의하면, (32)식의 정리를 

증명할 수 있다.

 



   

  
 

   
  

   


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    
 

  




× 
 

  

 
  

 





 
 

∞

  






× 
 

∞


 

 

  
 

× 









 
 

∞


 



   

× 
  

 
 

  

  

×
 









        (33)

    
 

  




× 
 

  

  
  

 





 
 

∞

  






× 
 

∞


 

 

  
 

× 









 
 

∞


 



   

× 
  

 
 

  

  

×
 









     (34)

(33), (34)식의 증명으로 정리된 식은 (32)식으로 

나타난다. 따라서 (32)식으로 일반화된 탄젠트 다항

식의 대칭성을 확인할 수 있다.[7] (32)식에서 

  일 때, (35)식과 같은 따름정리를 확인할 

수 있다.[8]


 



  
  



× 
 

  

 
 


 

 
 
 



    
  


 


(35)

3. 일반화된 탄젠트 다항식의 근에 대한 

수치상 조사 

3장에서는 일반화된 탄젠트 다항식 

의  

근과 특성을 분석하고, 복소평면에서 일반화된 탄

젠트 다항식의 근이 흩어져있는 현상을 관찰한

다.[9] 가 실수 또는 복소수 매개변수이고 

 


일 때, 일반화된 탄젠트 다항식 



은 생성 함수에 의해 (36)식과 같이 정의된다.

  
 



  
 

∞




      (36)

(36)식에 수를 대입하여 나열하면 다음과 같다.



  


   



     



      

    
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

       

   

     



      

    
   

     

   



       

     
   

     

     

     

  ⋯이고      ≤ ≤ 일 때, 



의 10개의 다항식이 한 곳으로 모이는 것

을 <그림 1>로 확인할 수 있다.[10]

그림 1. 일반화된 탄젠트 다항식의 곡선 



Figure 1. Curve of generalized tangent polynomials 







의 0에 대한 값은 Mathematica를 사용

해서 얻어진 수치적 결과이며, <표 1>로 나타냈다.

degree  real zeros complex zeros

1 1 0

2 2 0

3 3 0

4 4 0

5 5 0

6 6 0

7 7 0

8 4 4

9 5 4

10 6 4

11 7 4

12 8 4

13 5 8

14 6 8

15 7 8

16 8 8

17 9 8

표 1. real and complex zeros of 

의 수

Table 1. Numbers of real and complex zeros of 



   ∈ℂ일 때, Beautiful of zeros의 조각

을 <그림 2>로 나타냈다.[11]

그림 2. 

의 제로,     

Figure 2. Zeros of 

 for     

왼쪽 위    , 오른쪽 위    , 왼쪽 아래  

   , 오른쪽 아래   일 때를 나타낸다.

<그림 3>은  ≤ ≤ 일 때, Stacks of zeros
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를 3-D 구조로 나타낸 것이다.

그림 3. Stacks of zeros of 

, ≤≤

Figure 3. Stacks of zeros of 

, ≤≤

<그림 3> 3-D 모형에서 일반화된 탄젠트 다항식

의 복소수 근에 규칙적인 구조를 확인했다.[12] <표 

2>는 

 ∈ℝ의 조건을 만족하는 근사적 

해결책이며, <그림 4>는 real zeros의 그래프다.[13]

degree  

1 3.0000

2 1.2679, 4.7321

3 0, 3.0000, 6.0000

4 -0.99102, 1.5606, 4.4394, 6.9910

5 -1.7693, 0.30667, 3.0000, 5.6933, 7.7693

6
-2.3430, -0.83839, 1.6889, 4.3111, 6.8384, 

8.3430

7
-2.5731, -2.0564, 0.47548, 3.0000, 5.5245, 

8.0564, 8.5731

8 -0.66972, 1.7604, 4.2396, 6.6697

9 -1.7674, 0.58002, 3.0000, 5.4200, 7.7674

10
-2.7721, -0.55494, 1.8056, 4.1944, 6.5549, 

8.7721

표 2. 

  , ∈ℝ일 때, 근사적 해결책

Table 2. Approximate solutions of 

  , ∈ℝ

그림 4. Real zeros of 

, ≤≤

Figure 4. Real zeros of 

, ≤≤

4. 결 론

본 연구에서는 두 가지의 추측이 가능하다. 첫 

번째로 

에서 ∈ℂ일 때,   을 

만족하는 반사대칭 분석적 복소수 함수일 것이

다.[15] 컴퓨터를 사용하여 많은 에 대하여 확인

했다. 현재까지는 첫 번째 추측에 대하여 실패하거

나 다른 에 대한 새로운 결과가 없었으나 본 연

구에서는 

  일 때, 가능한 정의 및 정리

를 제시하였다. 

두 번째로 

  일 때, 을 갖는 것은 

가능한 정리를 보였다. 은 

의 차수이기 

때문에 

 

가 복소수 0일 때, 실제 평면 

  에 놓여 있는 real zeros의 수는 



 
  


 

로 나타낼 수 있다.

본 연구는 일반화된 탄젠트 다항식의 연구 분야

에서 Mathematica 소프트웨어를 이용하여 수치적 

접근 방법을 사용하는 새로운 접근법이 사용될 것

으로 기대하며 마친다.
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일반화된 탄젠트 다항식의 대칭적 성질 

및 근의 계산
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요  약

본 연구는 수의 특성들을 이용한 일반화된 탄젠트 

수와 다항식의 관한 연구에 이어 일반화된 탄젠트 다

항식의 대칭적 성질 및 근의 계산에 대해 설명한다. 

일반화된 탄젠트 다항식은 제노찌 수와 다항식, 오일

러 수와 다항식과의 관계적인 특성을 갖고 있다. 본 

연구에서는 관계적인 특성을 이용하여 일반화된 탄젠

트 다항식의 대칭적 성질을 세 부분으로 나누어 증명

한다. 또한 본 연구에서는 Mathematica 프로그램을 

이용하여 수치적 방법으로 접근한다. Mathematica 
프로그램을 통해 대칭적 성질에 대한 결과는 그래프

와 그림으로 확인한다. 다음으로 일반화된 탄젠트 다

항식에 대한 근의 계산은 일반화된 탄젠트 다항식의 

지수가 3일 때를 예로 들어 근을 구한다. 일반화된 탄

젠트 다항식의 근의 계산은 Mathematica 프로그램을 

통해 표와 그래프로 나타낸다. 본 연구에서는 일반화

된 탄젠트 다항식의 대칭적 성질 및 근의 계산을 

Mathematica 프로그램을 통해 진행했다. 결과적으로 

본 연구에서는 두 가지 추측이 가능했다. 첫 번째로 

일반화된 탄젠트 다항식은 반사대칭 분석적 복소수 

함수일 것이고, 두 번째로 일반화된 탄젠트 다항식이 

real zeros를 갖는다는 것이다. 일반화된 탄젠트 다항

식의 연구 분야에서 Mathematica 프로그램을 이용한 

수치적 접근 방법을 기대하며, 본 연구를 마무리한다.
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